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1°) Introduction

Différentes méhodes existent pou résoude I'équation e Schrodinger a une
dimension. Le dhoix d'une méthode particuli ere repase généralement sur laforme du pdentiel
et sur cdle de la fonction d'onde recherchée En pratique, il existe deux types d'états
guantiques différents : les éats liés (boundstates) et les états de diffusion libres ou quesi-
libres (scattering states). Les états liés correspondent a une quantificaion e I'énergie € sont
dornc asciés aun riveau d'énergie particulier. A l'inverse, les états de diffusion sont attachés
a un continuum énergétique ; I'énergie n'est plus quantifiée mais peut prendre toutes les
valeurs permises de fagon continue @mme e méanique dasdque. Ainsi, dans le cas d'un
potentiel de Morse, les deux types d'états ont présents slon que la solution ce I'équation de
Schrodinger fournit une énergie négative (états li és) ou paitive (états quasi-libres).

A

Etats du continuum

Etat lié

Dans un état lié, la fonction donde est globalement localisée ai vasinage du puts de
potentiel et déaoit de fagon exporentielle plus I'on sécarte du puts pou finalement tendre
vers zéro lorsgue x tend vers plus ou moins l'infini. A l'inverse, dans un état quasi-libre la
fonction donde ne tend pes vers zéro a l'infini mais possde un comportement asymptotique

de type once plane qui correspondalafonction d'onde d'une particule libre.



Dans la suite, nows allons nows intéresser a la résolution de I'équation de Schrodinger
pou un pdentiel de Morse € en particulier a la détermination ce I'éat fondamental. Nous

suppaserons aors celui-ci li é.

2°) Boite de smulation

La mordomée d'espace notée x varie de moins I'infini a plus I'infini de maniere
corntinue. Cependant, pou rédiser une éude numérique de I'équation de Schrodinger, nows
sommes obligés de travaill er sur un intervalle borné. Dans le ca des états liés, nows savons
gue la fonction d'onde tend vers zéro lorsque I'on séloigne du puits de potentiel et devient
guasiment nulle. Par conséquent, nous alons introdure une boite de simulation ce taill e finie
et suppaser gu'en dehors de cete baite la fonction donde recherchée est strictement nulle.
Notons L lataill e de cdte boite qui Sétend depuis Xo jusqua x, tel que L=x_-Xo. Le choix des
bornes de la boite est cgpital pour la résolution de I'équation de Schrodinger car il faut que L
soit suffissmment grand pou bien prendre en compte le fait que la fonction d'onde recherchée
est bien ndle en dehors de la boite mais L doit étre asez petit pou limiter les temps de

cdculs.

3°) Choix d'une base pour représenter |'éguation de Schrodinger

Ayant définit une boite de simulation en dehors de laguell e on suppase que lafonction
donde et nulle, nows alons introdure une base permettant de représenter I'éguation de
Schrodinger a l'intérieure de la boite. Notre but est diintroduire une base compléte qui puisse
permettre de représenter I'ensemble des fonctions nulles en dehors de la boite @ diff érentes de

zéro al'intérieur de labaite.



Une telle base peut étre formée, par exemple, par I'ensemble des fonctions d'ondes
d'une particule libre enferméedans une baite quantique de taill e L. Dans ce cas, |'équation e

Schrodinger sécrit :

(1) —ﬁﬁLP(x) = EY(X) xO[xg;x|]
2m gy 2

avec ®mme a@ndtions aux limites:

@ )0

Les lutions de cette éuation apparaisent sous la forme d'une superposition d'onde plane

progressve d régressve de vecteur d'onde quantifié selonlaloi k = an :
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ou p dssigne unentier variant de 1 al'infini : p=1,2,3...
L'ensemble des fonctions d'onde de la particule libre dans la boite quantique forme une base
de dimension infinie (puisque p varie jusqu'a plus I'infini) sur laquelle peut étre développee
nimporte quelle fonction f(x) nulle en dehors de la boite. Cette base et compléte d
orthonaméece qui se traduit par lesrelations :

XL
4 J’ dxWp (X)Wp'(x) = dpp relation dorthogonalité

X0

+o0
(5) z lJJp(x)LIJp(x') =d(x —x") relation de fermeture
p=1

En introdusant les notations bra-ket, lafonction donde lJJp(x) corresponda lareprésentation

coordonréedu ket |p) sur le vedteur de base |x) de la représentation (voir page 147 Cohen-

Tannoudi, Tomel).

Dans le ca& d'une particule placéedans un pdentiel quelconge (comme par exemple

un pdentiel de Morse), la base |p> permet de rédiser une représentation matricielle de



I'Hamiltonien. En effet, larésolution de l'équation de Schrodinger, qu correspondsimplement
a la recherche des valeurs propres et des vedeurs propres de H, revient a diagoraliser

I'Hamiltonien. Cette procédure éant indépendante du choix de base, ell e peut seffectuer dans
nimporte quelle base. Dés lors, dans la base |p> de dimension infinie, I'Hamiltonien sera
représenté par une matrice de taill einfinie dort les ééments nt :

XL
(6) H(p,p) = (p|H[p) = [dxWp(x)H¥p(X)
X0

Par définition, la base |p> diagonalise la partie dnétique de I'Hamiltonien si bien que I'on

ohtient, pou les éléments de matrice :

h2p2T[2 XL
(7 H(p.p) = 2T+ [axp 00V ()W ()
X0

A ce stade, on pourait penser que la procédure est terminée En effet, on peut en
principe diagondliser la matrice H(p,p") (numériquement) puis déterminer ses valeurs propres
(qui donrerons les niveaux d'énergie) et ces vecteurs propres (qui donrerons les fonctions
d'onde). Cependant, cette opération re peut ére menée abien de maniére rigoureuse pour la
simple & bonre raison que la base et infinie : on re peut pas numériquement rentrer une
matricede taill einfinie!

L'une des fagons de résoudre le probléme est de tronquer la base € de ne retenir qu'un
nombre fini de vecteurs de base. Par conséquent, il faut introdure une entier N est suppaser

gue la base est formée par les N premiers vedeurs |p> p=1,2,...N. De maniere générale, la

troncaure de la base fournie des lutions approximatives de I'équation de Schrodinger,

appelées lutions variationrelles. Les niveaux d'énergie goproximés ont tous supérieurs ou

€gaux aux niveaux exads. La base forméepar les N premiers vecteurs |p> p=1,2,...N est

appelé VBR (variational basis representation)

4°) Introduction celaDVR

Latroncaure de labase al'ordre N entraine I'existence d'un vedeur d'onde maximum
éga a:



N+1
L

(8) Kmax = Tt

Sadchant que dans la fonction sinus apparaisent alafoisk et -k, onen déduit I'existence d'une
longueur d'onde minimale:

L
N+1

9) Amin =

Aingi, la troncature de la base entraine que I'on re poura pas avoir acces a des détails
produsant sur des échelles de longueurs inférieures a A min- En dautres termes, lors du
cdcul delafonction donde, on re pourra onreitre cédle-ci qu'avec une prédsion supérieure
ouégale aAmin- Par conségquent, réali ser une troncature de la base revient a définir une grill e
de points al'intérieure de laboite de smulation et a discrétiser la mwordonrée x dort les sules

valeurs sgnificatives sront les noauds d'unréseau : Xxp =nA+Xxq, avecn=1.2,...,N.

L=(N+1)A

L'ensemble des N poaints x,, va nous permettre de définir ce que I'on appelle une DVR
(discret variable représentation). Lanation de DVR fut introdute pour résoudre les problémes
de résolution e I'équation de Schrodinger par Lill, Parker et Light [1]. De maniere générale,
une DVR définit une base de dimension finie N formée par un ensemble de vedeurs notés

|xn> dort la représentation coordomée ondut a des fonctions fortement locdisées au

voisinage des N paints x, de la DVR. Cette DVR est utilisé arec I'approximation ge toute
fonction de I'opérateur coordonrée X est diagonde dans la DVR. En particulier, la
représentation ce I'opérateur potentiel V(X) seradiagonae danslaDVR.

De maniére standard, une DVR est définie atravers la notion ce quadrature de Gauss
associée aun ensemble de polyndmes orthogonaux. Les exemples typiques de tels polyndmes
ne manquent pas et I'on poura dter les paynomes de Chebychev, dHermite, de Lengendre
ou encore de Laguerre. Considérons par exemple l'un des ces pdynomes, naé P(x), ou j

dénote l'ordre du pdyndme. La propriété essentidlle de tels payndmes est quils ont



orthogonaux par rappat a une intégration ce la cwordomeée sur leur intervalle de définition
avecun pads Pecifique naté w(x). En dautres termes, I'ensemble des payndmes P(x) vérifie

larelation:
(10) [Axw(x)Pj(X)P(x) = Bjj

L'introduction ce la DVR seffedue naturellement en utili sant la quadrature de Gauss Pour un
type particulier de payndme, la quadrature de Gauss pécifie I'existence de N poaints X, ,
n=1,..N avec des poids respedifs w,=w(Xp), tels que larelation dorthogonalité deviennent :

N
(11) > WnPj(xn)Pj (xp) = 8jj
n=1

Cette relation, gqu est exade tant que |I'ordre des polyndmes est inférieur a N, nous permet de
définir une nouwelle base, appelé DVR, relié ala base des payndmes, appelé FBR (finite
basis representation). La relation précédente permet alors de générer une relation entre les

deux bases. Aingi, si I'on re retient que les N premiers payndmes, ils forment une base de

dimension N dont la notation ket sécrit ﬂj}} ,j=1,...N. Le pdyndme P,(x) n'est rien d'autre
que lareprésentation coordonrée du ket | j), soit :

(12) (x[j) =Py (x)

LaDVR correspondalors & la base de dimension N forméepar lesN kets |xp), r=1,...N. A
partir de la quadrature de Gauss la projection du let |xn> (DVR) sur un vedeur particulier
|j) dela base des polyndmes (FBR) est définie par :

(13 (i[xn) =\WnPj(xn)
A partir de cdte relation, onen déduit facilement I'expresson ce la représentation coordonrée
d'un ket delaDVR, naéef(x), est définie par :
(14) fn(X):<X|Xn>:Z i)ilxn) = z VWnPj(X)Pj(Xxn)
j

L'intérét premier de la DVR est quel e représente une base dans laquell e, en premiere
approximation, toute fonction de l'opérateur coordonrée X est diagonade. Ainsi, la
diagonalisation de I'Hamiltonien sera simplifiée @& grande partie du fait que I'opérateur
potentiel sera dgadiagonal dansla DVR. Il ne restera plus qu'a construire la partie dnétique,

cequi, généralement, ne pase pas de probléme.



Dans natre cas, la quadrature de Gaussfait intervenir les fonctions propres LIJp(x) de

la particule libre dans la baite quantique. En effet, on montre facilement que la troncature de
la base al'ordre N conserve larelation dorthogonalité. Dans le ca ou la mordonrée x varie

de fagon continue dors I'orthogonalit & des fonctions d'ondes sécrit (Eq.(4)) :

XL
(15) J’dXLPp (X)Lpp' (X) = 5pp‘

X0
Si maintenant on tronque la base al'ordre N, aors on montre fadlement que cdte relation
devient :

N

(16) > AWp(xn)Wp'(Xn) =dpp

n=1

Larelation précélente, qu ressemble aune gproximation ce l'intégrale est en fait exade tant

qgue l'on effedue une sommation sur les N points de la DVR : xp =nA+Xxqg, avec

n=1,2,...N.
Résumons ainsi la procédure :

i) L'ensemble des points xpn =nA+Xxq, avecn=1,2,...,N définit une DVR de dimension N
asciée dabase |xp ). Dans cette base, I'opérateur X est diagonale:

17 (Xn [X[xp) =xndnp

Il en est donc de méme de toute fonction ce l'opérateur X et en particulier du pdentiel.

i) L'ensemble des fonctions LIJ|O(x) défini laFBR associée ala DVR avec les poids respedifs
JA . Cette FBR traduit la représentation coordomeée des vedeurs |p> . Le passage de laFBR
alaDVR est définit par :

(19) (p|xn) =AWy (xp) .

iii) La représentation coordomée d'un vedeur |xp) définie une fonction fy(x) locdisée a

voisinage de X, :



N N
(19) fn() =Y (p[x)(x|xn) = Z\/ZLIJp(x)LPp(xn).
p=1 p=1

iv) La derniere opération consiste dorc a construire la représentation matricielle de
I'Hamiltonien dans la DVR. Notons alors H(n,n") les ééments de matrices de I'Hamiltonien
définis par :

(20) H(n,n') = (X [H[xp') = (Xn[T|xp) +(Xn [V|xp)

D'apres ceque nous avons vu, la partie potentiel de H est diagonale danslaDVR :

(21) (Xn|V[xn) =V (Xn)dnp

La construction ce la partie dnétique est fortement simplifiée e faisant intervenir la FBR. En

effet, nos savons que la FBR formée par les kets |p> diagonalise la partie dnétique de

I'Hamiltonien puisque |p) est ket propre de I'Hamiltonien dune particule libre dans une boite

quantique (Egs(1)-(3)). Par conséquent, ona:

2,22
N _hTpTTm
(22 (p[T|p) = S
om2 P
Finalement, lamatrice H(n,n") devient alors:
N
(23 H(n,n) =5 (xn [PXPR[TIP)P[Xn') + V (Xn)3nn
p=1
Soit
N h2p2n2
(24) H(n,n) = % A¥p(xn)¥p(xn') > +V{Xn)dnn
p:l 2mL
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