J,}l;‘:’ ) 9 Formule de Taylor

Cest une généralisation de la formulie des accroissements finis a des fonctions
ayant des dérivées d’ordre Superzem

Soit f une fonction de class ’Cur 1. On suppose que les dérivées d’ordre (n+1)
existent.

Pour tous x et xy de I, il existe un point ¢ entre x et x tel que :

JOx)=fix 1+(x=x )" (x j+{x—-x,F. fr(x) + o + (5] S x, )+ h‘ e A/""""/u)
' 2 #! (n+ ])’
Ce dernier terme est appelé reste d’ordre n et il vaui ici .
g n+l
(x—x ,) N
Ry(x,xg)= -~ 07 i /nH)(C)
fn+1) ’

Il existe d autres formulations du reste tel que le reste intégral .
Preuve ;. Définissons la fonction .

4 (x )= f (‘) =1 f (xm )+ (r —- X, } f{x, )+ (,.L,-fﬂ,_, 7 (”’(.r(} ) !_ K ;(f_m‘ o )
) ,‘

ou la constante K est choisie telle que 2(b)=0.

On a alors : cla)=g'la)= .= g"Na)=0.

La fonction g s annule pour x=a et x :’b. Elle vérifie les hypotheses du théoréeme
de Rolle. 1i existe done ¢, € |a, b{ vel que - g'(c,)=10.

La fonction ¢’ s annule pour x=a et x= =cy. Elle vérifie les hypotheses du
théoréme de Rolle. Il exisie donc ¢, & Ja‘ c | tel que - g’ (c,)=0.

De méme la fonction g s annule pour x=a et x=¢,. Elle vérifie les hvpothéses
du théoreme de Rolle. Il existe done ¢ tel que -g""(c) =1 ¢ est a dire

1N e)= K, ce qui finit lo demcnstration,

Exemple : la fonction ¢ admet des dérivées de tout crdre et (e*' )( =¢ YV
Donc Vn ¥xx,elk:

, 2 - n riv!
o (XX : ‘x <<<<< X0 (x—X XX :
e =e g™ (X% 4o f)” o +e: 0/ ( o) e*
/ 2! m! {n+ 1')."
[ .2 : ] nel
X—=xp) (x—x,) (x~x,) | (x—x,)""
e (x=2p ot TR !~ SR
l / 2! nl 1 (n+i)!
on obtient un autre enonce de lo formule de Taylor en posant x—x, = h et tout
nombre ¢ compris entre X et xp 8 écrit: c=x, +0h 0<8</:
' Wt L
S, +h)= Fle )+ hf(x)+ v ) )+ e X, +0h) 0 <0< ]
n!” R ENI | '
. A-r i

Formule de (Mac Laurin).:

Cest un cas pariiculier de la formule de Tayior lorsque x,=0. Son intérét est
que au voisinage de () on [utilise dans les caiculs d appraoximation car on peui
négliger le reste.
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x X X wol €
Exemples : -e¢’ =14+ x+—+ .+ —— 4 X -
2! ! (n+ 1Y
! " / iy (n!)
Flx) = (X)) = e (k)=
I—x (fl—x)’ ({—x)
Et done si xg =0 > x|<1, one:

! X s x—-x, ) 2 nl
il & (. I SO 1" (x, ,).(a——»ﬁ-’ii-—-+ R (xj=l+x+-"-x" +.... +—=x"+ R (x)
I-x n! 2! n!
et finalement, on obticnt la relation :

| , 3 o
~~~~~~~~ =l e+ 07+ xR (x)
l-x
st en remplacant x par (-xj :
1 3 . N2
e m e x e xTw =15 Ry (x)
L+ X
Exemplel : laissé 4 titre dexercice
3 2u4]
\ . X7 x X
Vre R sinx=Xx——4-——4 ... 4 — ’x)
35 2n+1 }’
2 4 2
‘ X x x .
Vixa R cosv=]-—— 44 .. e+ Ny (X))
204! (Zn)!

Fyemnlel - application au coleul u;,ﬁmxii‘nat(f s R s )
en négligeant le reste de la fonction €', on obtient :

2 # o2
x x x T . 37 30
et x4 x “‘:“4".,.,.A..'f'*""" =2t A b e
2 4] ." 2 G !

et en pratigue, la calzulutrice ne donre qu'une valeur approximative.
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Developpemenis [imités

Introduction ;

Pour le calzul de certoines limites, il est préferable d utiliser ces développements
plutdt que la formide de Taylor. il y o aussi beaucoup d’apérations possiples sur
ces développements.

Définition 22 : Soient fet ¢ deux fonctions définies au voisinage de xo. On dit

y P rx) .
que f est négligeable 342 0™ Jevan: g et on éorit f=o(g) 5i 1 im f——f~—-—--;-:i)‘

7
>y EOMS

Remargue : dans le cas général an prendra gl x) =1{x-x, )" ¢’esi & dire qu'on
comparera | avec un monswie. Fr particulier si xo=0, on ecrit : = o x7 ).

I . AP . . . > ‘ f x() e U:—:> g e 0( “‘]. /‘
Exemple : f{x}=x g{xj=x" = =of.
!’\‘)"('. =0 _;A’) .1'-! == ["l( g/)
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