CALCUL INTEGRAL

1) Définition

Définition 1 Intégrale au sens de Newton

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné 1.
Soient a et b deux réelsdans .

Soit F une primitive de f sur I.

b
On appelleintégraledea ab de f le nombre réel noté.[ f(t) dt et défini par :
a

[ dt=Fo) - F@

b
Notation pratique J' £(t) dt= [F(1)]° = F(b) - F(a)
a
Exemples:
21 2 1 n+1 T
J‘ _de:|:—_:| =—4+1= = J'Xn X = - 1
1X X 2 2 0 n+lf n+l
g R E LT T 1-n ¥
I costdt = [sint]?, =sin — - sin (——):2 x1 X n t 11
= 2 —dt=| t"dt= = -1
2 z 2 2 J.l t" J.l 1-n 1-n X171
1
jet dt:[et}zze—l . 1 el
0 — | X g e_ _
szlnxdt—jzlnxdt [InIn®)]S = ~In(in 2)

1 1
H t H t H — X)) =
[im | edt= lim [e]x— lim (e—e")=e

X - —00 X X — —00 X — —00

1
(Cette limite existant, on lanote alors I el dt )
0

Commentaires:

Le choix de la primitive F n'influe pas le résultat de I'intégrale. En effet, s F et G sont deux primitives d'une
méme fonction f sur |, aors elles différent d'une constante. Les quantités F(b) — F(a) et G(b) — G(a) sont donc
égales.

Lavariablet (ou x) figurant dans|'intégrale est "muette" ; elle peut étre notée par toute autre lettre. Le symbole dt

(ou dx) ne joue, a notre niveau aucun réle, son sens sera précise ultérieurement.

Remargue importante : soit | unintervalle[a; b] et xo O 1.

X
Pour tout réel x del, nous avons: IXO f(t) dt = F(X) — F(xo)

X
Lafonction.7 définie sur | par.#(x) = I f(t) dt est donc LA primitivede f sur | qui Sannule en X,.
%o
On adonc.# continue sur | (car dérivable sur | puisque.7 ' = f). Une primitive est donc une fonction continue,

dérivable a dérivée continue...
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X
Exemple : j Ildt:[lnt]lenx—lnlzlnx
1

Onretrouve ains lefait que lafonction In est LA primitive de lafonction inverse sannulant en 1.

Il) Propriétés

Soit f une fonction continue sur un intervalle ferméborné 1. Alors:

[roa=o [froa=-["rwa [a=[f=b-a

b
Relation de Chasles : pour tousrédls a, bet c del J'af(t) dt + J':f(t) ot = J':f(t) dt

Démongtration : F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) — F(a)
b b b b b
Linéarité : J' (F() +g(t)) dt = J' £(t) dt + J' g(t) dt et J' Kf(t) dt = kj' f(t) dt (kOR)
Démonstration : (F(b) + G(b)) — (F(a) + G(a)) = (F(b) — F(a)) + (G(b) - G(a)) et kF(b) - kF(a) = k(F(b) - F(a))

Positivité: Si f est continue et positivesur [a; b] aveca < b, aors: I:f(t) a=0

Démonstration : Puisgue f est positive sur [a ; b], il en découle que F est croissante sur ce méme intervalle, donc
F(b) -F(a) = 0.

Remarque : si f est positive sur [a ; b] (avec a < b) et ne Sannule qu'en un nombre fini de points, on a aors F

strictement croissante donc F(b) — F(a) > 0.

Compatibilité avec I'ordre (intégration d'une inégalité) : Si f et g sont continuessur [a; b] aveca<bets f <g

b b
sur [a; b] dlors J'af(t) dt < J'ag(t) dt

Démongtration : Puisque f < gsur [a; bl, onag - f = 0 sur [a; b]. D'aprés la positivité, il vient
J':(g(t) — £(t)) dt > 0. Puis, en utilisant lalinéarité de l'intégrale, on obtient : J':f(t) dt < J':g(t) dt .
Application : une démonstration de I'inégalité des accroissementsfinis:

Soit f une fonction dérivable sur unintervallel.

Sil existeunréel M tel que |f'| < Msurl dors:

pour tousréelsaetbdel, ona: [f(b) — f(a)] < M|b - a]

Poura<b,ona:

b b
10~ @)1= |[Lrod] < [[rojd<mo-a) <Mp-a

Pour a>b,ona:

If(b) - f(a)l = U:f'(t) df < [7IFO]dt< M@-b) <Mp -4

Inégalitétriangulaire : Si f est continue sur [a ; b] aveca < b, dors:

I:f(t) dt| < J'ab|f(t)| ot
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Démongtration : on utilise la propriété précédente avec : —|f| < f < |f| sur [a ; b]. En intégrant entre a et b

j:f(t) dt| < I:|f(t)| dt

(Pour une application de cette inégalité triangulaire, voir, par exemple, la démonstration de I'inégalité des

(a < b), on obtient : —J'b|f(t)| dt < Ibf(t) dt < J'b|f(t)| dt dou:

accroissements finis dans lalegon sur le calcul différentiel)

Exemple d'utilisation de larelation de Chasles : divergence de la série harmonique.

n
On pose, pour tout n O N : U, = Z%
k=1

Soit n = 2. Comme |'application t > % est décroissante sur ]0 ; +oo[, on @, pour tout k > 1:

En sommant, pour k alant de 1 &n, larelation de Chasles donne::
n+l n

I Lot < Zl

10t =k

=1

In(n+1) < -

2

Or, lim In(n+ 1) = +oo, donc lasuite (uy,) diverge.

n - +oo

Ill) Calcul d'aires

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle

1 u.a =uneunitédaire

[a ; b]. On sintéresse aux point M(x ; y) dont les
coordonnées sont tellesquea < x< b et 0 < y <f(X).

L'ensemble des points M correspond au domaine < du
plan délimité par les deux droites verticales d'éguations

x=aetx=Db, lacourbe C; et |'axe des abscisses.

Comment calculer I'aire A du domaine & ?

Théoréme 1

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b.

L'aire A du domaine défini par : asxsbeO<sy<{f(X
b

secalcule par: j f(t) dt ua
a

Exemple:

Dans un repére orthogonal (O,1,] ) (unités graphiques : 3 cm pour I'axe (O, i ) et 2 cm pour I'axe (O, ] )), on
considere la parabole C; représentant lafonction f définie sur R par f(x) = X
Calculer I'aire A en cm? du domaine suivant :

D={M(x;y)telsque-1<x<2;0<y< f(X}
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D'apréslethéoreme :
2
2 3
A:I X2 dx = | 2 :§+l:3u.a
-1 3 N 3 3

Or, I'aire unité mesure 3 x 2 = 6 cm?.

Nous avons donc A = 18 cn?.

Démonstration du théoréme :

Considérons le cas d'une fonction continue, croissante et positive sur unintervalle[a; b] :
Pour tout réel xq de l'intervalle [a ; b], notons §(x) l'aire

limitée par le domaine suivant :

{M(x;y)telsquea < x < Xp et 0 < y < f(X)} Cr
[{E70) EEPRTRRRRPPPPPPRRR
Pour tout h > 0, étudions la quantité S(x, + h) — S(Xo). O - ]
C'est une aire encadrée par les aires de deux rectangles: 1a ‘
h f(x) < S(xo+h) = S(xo) < h f(x%+h) o a % on X

S(%o +h) = S(%0)

D20 < o+ )

f(xo) <

Nous avons ains un encadrement de |'accroissement moyen de Sen x,. Passons alalimite lorsque h tend vers O :
S(%o +h) = S(x)
h

f(Xo) < t[i[rg) < f(%o)

h>0

Si h< 0, onaenfait le méme encadrement :

En effet : —h f(X) < S(Xg) — X% + h) < —h f(X, + h) (faire une figure pour sen convaincre)

S(%o +h) = S(x%0)

Endivisant par -h>0: f(x) < h

< f(o+h)

D'od fxo) < lim S * h& = Siq)

h<0

< (%)

Dans les deux cas, d'aprés le théoréme des gendarmes, la limite de I'accroissement moyen existe et est finie. La
fonction Sest donc dérivable en tout point X, de [a; b] et : S(xo) = f(Xo) pour tout x, 0 [a; b].

Lafonction Sest donc une primitive de la fonction f. En outre, lafonction S sannule en a. D'aprés la remarque
X

importante du paragraphe 1, on en déduit que : S(x) = J. f(t) dt pour tout x (0 [a; b].
a

Et lorsgue x = b, on obtient |e théoréme.

Remargue : on a donc démontré gque toute fonction continue, positive et croissante admet des primitives!

Le cas des fonctions continues, positives et décroissantes sétudie de maniére analogue.

Le cas des fonctions continues et positives et non monotones sobtient par découpages (correspondants aux sous-

intervalles sur lesquelsla fonction est monotone) et en utilisant larelation de Chasles.
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Cas d'une fonction négative : y

L

b
S on cacule I f(t)dt, on obtient une quantité
a

négative... Si on veut obtenir l'aire, il faut changer le

b
signe:A:—J' £() dt .

Cas d'une fonction changeant de signe :

On se raméne aux cas précédents en découpant l'intervalle [a ; b] en

sous-intervalles sur lesquels la fonction garde un signe constant.

Exemple : on considére lafonction f définie sur R par f(x) = € - 1.
Calculer I'aire A du domaine suivant : D = {M(x; y) telsque-1<x<1;y0O[0; f(X]}

Il est clair que f(x) > 0 = x> 0. Onadonc: Q

Az—jif(t) ot + J'Olf(t) dt=-[e" —x]:+ [ —x]z N

A=-[E-0)- (" - (D)) +[(e"-1)-(-0)] =-[1- é—l] +le-1-1]= é+e—2 u.a

Calcul del'aire située entre deux courbes :

On considére lesfonctions f et g définies par f(X) = Jx et g(x) = x. (Pour x = 0).
C
Calculer I'aire Adu domaineD ={M(x; y) telsque0 < x< 1;g9(X) <y < f(X)} . '

[ -gm) at= [Vi-ta=| L) -2 1 1
A—J'O(f(t) g(t))dt-jof tdt= 35|75 278 e

2 0 1

(Différence entre lafonction la plus grande et lafonction la plus petite)

Exercice:
On considére lafonction f définie sur ]O ; +oo[ par : f(X) =-X+5— 2Ir17x. On note C; son graphe.

1. Démontrer que C; admet une asymptote oblique A en +oo dont on précisera son équation ainsi que sa position
par rapport a Cy.
2. Etudier lesvariations de f. (On éudieralesignedeg: x > —x?— 2+ 2Inx)

3. Cdculer une primitive F de f et déterminer I'aire A (en u.a.) du domaine:

{x;y)telsquel < x<eetf(X) Sy<—-x+5} (Réponse: [(Inx)zljz 1)
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IV) Parité et périodicité

Théoréme 2 (Parité)

Soit f une fonction continue sur un intervalle symétrique [-a ; a].
a a

. Sifesparedors J' f(t) dt = 2J' £(t) dt .
-a 0

e S festimpairealorsja f(t)dt=0.
—a

Théoréme 3 (Périodicité)

Soit f une fonction continue sur R et T-périodique. Alors, pour tout réel a :

| :” £(t) dt = J'OT £(t) dt

Démonstrations :
Relation de Chasles puis changement de variable (x = —t) pour la parité.
Périodicité : encore d'aprés larelation de Chadles :

a+T 0 T a+T
J'a f(t)dt:jaf(t)duj'o f(t)dt+J.T f(t) ot
En posant u =t — T, dans la troisiéme intégrale, on obtient (du = d) : J'Ta+T £(t) dt = J': f(u+T) du
Et comme f est T-périodique : f(u + T) = f(u) pour tout u, d'ou j:f(u+T) du= j:f(u) du

Et finalement : J':+Tf(t) dt = I:f(t) dt + J'OTf(t) dt+J'0af(u) du= J'OTf(t) dt

92 27 .
1 x%(cosx) 2:|nX|X|dX:0.
-1 (X2+1)

V) Valeur moyenne d'une fonction. Inégalité de la moyenne

Exemple: I

Laquestion initiale : soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]. Existe-t-il une fonction constante égale

b b
a utellequej M dt :I f(t) dt ? Laréponse est oui ; la constante se détermine ains :
a a

b b
u(b - a) = J'a f(t) dt dotip = ﬁ J'a £(1) ot

Danslacas d'une fonction f positive, on a donc I'interprétation graphique suivante :

les aires des deux domaines suivants sont égales :
D={M(x;y) telsquea< x<bet0<y < f(x)} Cr
D'={M(x;y)telsquea<x<beO<y<pu} H % 5
b
Conséquence : I (f()-p)dt=0 ;
a H
) ) a b
(Eneffet, [ (fO-w)di= [ fO)dt-no-a))
a a
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Définition 2
Soit f une fonction continue sur un intervalle | =[a; b].
b
On appelle valeur moyenne de f sur l'intervalle | le nombre réel p défini par : p= ﬁj‘ f(t) dt.
- a

On note souvent f au lieu de .

Exemple : Soit f le signal sinusoidal 2re-périodique défini par : f(t) =sint.

Calculer lamoyenne f sur [0 ; 21 ainsi que lamoyenne quadratique \/f_72 sur [0; 21.

- 1 f@n
fz—jsmtdtzo
2m Yo
— 1 2T[. 1 21 1 N — 2
fzz—j smztdt:—J. 1—costdt— [t] == f2:£.
2 Jo 4 Jo 2 2

Lien avec |'é ectricité :

On appelle intensité efficace |4 d'un courant aternatif, l'intensité d'un courant continu (on devrait plutdt dire
"constant") qui produirait, a travers la méme résistance R, le méme effet calorifique pendant la durée d'une
période T. Dans le cas d'un courant de type sinusoida :

S 1(t) = Inax SIN(X) est I'intensité du courant & l'instant t du courant alternatif, laloi de Joule donne:
2 T 2
E(M=RIZ T= J' RI2(t) ot
0

2

Do §ff_—J' o SN2 (cat) dit = maXJ' 1- cos(ct) ot = -2 Imac = [t]g= %

D'ou lardation : |, = \/_Ieﬁ

Théoreme 4 (inégalité de la moyenne)
Soit f une fonction continue sur un intervalle | =[a; b]. Soit met M desréelstelsque: m< f < M. Alors:

b
m(b - a) < J' £(t) dt < M(b - a)

Le nom de ce théoréme est |égitime, en effet, on peut lereformuler ains : s m< f < Maorsm< p < M.

Comme le théoréme de I'inégalité des accroissement finis, on a une "version" avec valeurs absolues :

Théoréme 4 bis (inégalité de la moyenne)

Soit f une fonction continue sur un intervalle | =[a; b].

b
Si |f|< M sur | aors J' £(t) dt| < M - a
a

Démonstration :
Déga, comme f est continue sur |, elle est bornée sur |. (Voir la lecon sur la continuité). Ceci nous assure
I'existence des réelsmet M.

Ensuite, onintegredea ab I'inégditém< f(t) < M. (Pourt O )

b b b b
Il vient (a < b) : J'amdt< J'af(t)dt< J'aM dt dotl m(b - a) < J'af(t)dt< M(b - a)

Pour laversion avec valeurs absolues, méme principe que ci-dessus avec m=— M.
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Notons que ce théoréme peut se démontrer aussi avec I'inégalité des accroissement finis appliquée alafonction.#
X

définie par F(x) = J' £() dt .
a

Exercice : démontrer la " premiére formule de la moyenne'

Soient f et g deux fonctions continues définies sur un intervalle [a, b] avec g positive. Alors
b b
Il existe c dans[a, b] tel que I fX)g(x)dx = f(c) I g(x) dx
a a

Comme f est continue sur le segment [a, b], il esiste des constantesm et M telles que :
m< f<M sur[ab]
Comme g est positive : mg<fg<Mg sur[a b]

En intégrant cet encadrement entreaetb (a<b) :

b b b
mJ' g(x)dxsj' f(x)g(x)dstJ' g(x) dx
a a a
b
Si I g(x)dx =0, dorslaformule de la moyenne est évidente (tout ¢ de [a, b] convient)
a

[RCECE
A= a0

b

Si I g(x)dx # 0, alorson pose:

a Ibg(x)dx
a

b
Comme I g(x)dx> 0 (puisque g I'est), on a: m<As<M
a

Et d'aprés le théoréme des valeursintermeédiaires, il existe c dans[a, b] tel que f(c) = A.

D'ou le résultat.

VI) Intégration par parties

On dit qu'une fonction f est de classe C' sur un intervalle | si elle est dérivable sur | et si sa dérivée f' est

continue sur |.

Théoréme 5

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur [a ; b], alors:

J'bu(t)v' () dt = [ut)v)]’ - J' U OV dt

Démongtration : on sait que (uv)'(t) = u'(v(t) + u(v'(t)

b b b
Enintégrant deaab (a < b) : J' UtV(L)" dt:J' U (OV(t) dt + J' UtV (t) dt

[utv)’ = J'bu' (OV(E) dt + J' "WV (D) dt

D'ou le théoréeme.
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1 X

Exemples: calculer | :Iotet dt et J(X) :Llnt dt
On pose: uit) =t ui)=1

V() =€ v(t) = € (A une constante prés)

N ORI i ST
Doul—[te]O Ioe d=e-(e-1)=1
1

On pose: ut) =Int ut) = T
vt =1 v(t) =t (& une constante pres)

X
Dot J(4) = [tInt]* - L dt=xInx—(x-1) =xInx-x+1.

VII) Calcul de volumes Section

daire S2)
Dans I'espace muni d'un repére orthogonal (O,1,],K),
on considére un solide délimité par des plans paralléles
d'équation z= a et z=h. S lafonction S qui, a toute
cote z associe l'aire de la section contenue dans le plan
perpendiculaire a I'axe (O, IZ) est continue sur [a ; b]

alorslevolumeV du solide est donné par laformule :

b
Vv :I S(2) dz u.v.
a

(L'unité de volume est le volume du parall €l épipéde unité)

Exemples:
Volume d'une sphéerederayon R: GD

Onar?=R -7, dou §2) = (R - 7)

R
R 3
V:nI R? -7 dz:n{Rzz—Z—}
-R 3 R

V=R - 1R +R- 1R) = 21 uv.
3 3 3
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Volume d'un cdne de hauteur h et de rayon debase R :

32) = Tll’z. z

D'apres Thalés:

>IN

r
R

R2
Donc §(2) = L Z

2 h 2
V=T[R—2I 7% dz= mR°h U.V.
h Jo 3

VIII) Vrai ou faux

f et g désignent des fonctions continues sur les intervalles considérés.

« S I:f(t)dt<j:g(t)dtdor5f<gsur[a;b] (Faux : I:tdt< J.Olgdt etpourtantt,<§ sur[0;1] 1)
« S J‘bf(t) dtzj'bg(t) dtalorsf =g+csurf[a;b] (Faux: prendre f(t) =tetg(t) =-tsur[-1; 1])

I 2 x%e* In(1+ x?) &t >

0 (Vrai : positivité
1 (1+xY) ( P )

IX) Exercices

Tt

J‘OECOSZ(U dt = g (Linéariser : cos’ t = 1+cos(2t)

2

)

Tt

‘[050033(0 dt = % (Linéariser : cos’ t = %cos(:%t) + ;cos(t))

31 31 31

3n 3n - 3n

.[EZ lsint|dt = 2 (Utiliser Chasles: IEZ = IE + Inz ce qui permet de supprimer les valeurs absolues)
2 2

2

n n
e 1= I 2e*sinxdx = % [e2 —1] (Intégrer deux fois par parties de fagon aretomber sur I'intégralel)
0
n 1 n
. I,= J'02 (sinx)" dx etJ, = J' (t2 —1) dt (intégrales de Wallis)
-1
Calculer Iy et |,. Etablir une relation de récurrence entre | . €t |,
Calculer J,. Etablir une relation de récurrence entre Jy. €t Jy,.

(Ontrouvely = > I, = 1. Intégrer | ., par parties, en écrivant que sin™? x = sin™* x x sin x. On peut alors

n+1I
n+2

exprimer |, en fonction de I .. Ontrouve: I, =

n

. N . L. 2 n+l 1 2 n P n
On trouve Jo = 2. Puison intégre J,.., par parties, en écrivant (t —1) =2tx Et(t —1) —(t —1) .On

2n+2
2n+3

peut alors exprimer J,..; en fonction de J,. Ontrouve: Jyq = —

Jn)
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. 15 _ . 14 2 1 3
. Trouverunreelatelquej X“ —a dx =0. Trouver un réel Btelquej. X" =Bx dx—O.(a—getB—g)
-1 -1

. . o . . 2e 1
¢ FEtudier lalimite suivante : Img T dt. (Ontrouveln2etnonO...)
€ €

X
» Soit n O N. On considere lafonction I, définie pour x > 0 par : 1,(X) = .[o t"e™' dt . Onnotel,= lim I,(x).
X — +oo

(On admettra que cette limite est réelle)
A I'aside d'une intégration par parties, montrer que I .1 = (N + 1)1,..

Calculer I et en déduire, par récurrence, que I, = n!

X) Complément : autre définition de l'intégrale

Onavu au paragraphe 111 que I'intégrale d'une fonction continue positive correspond a une aire. Cette notion peut
étre généralisée et adoptée en tant que définition de l'intégrale :
Déja, précisons les données du probléme::

Soit | =[a, b] unintervalle véritable (a < b) de R et f une fonction continue sur |.

Soitn O N, Posonst, =a+ kb_a pour tout k O [0, n]. (En particulier t, = a et t, = b)

On aainsi un découpage régulier de l'intervalle|. (En effet, ty,; — t, = b—Ta pour k=[0, n-1])

Posons :

nl[f“k)+f(%+ﬂ]

_ 1 _ n-1
=3 b2na > [0+ it = 22 {f @0 +2f(tk)}
=0 k=0 k=1

[Ft)+ f(tkﬂ)]b%
2

S\(f) représente une somme daires de trapézes. En effet, n'est autre que la formule

(b+B)h

ou b, B et h représentent respectivement la petite, la grande base et 1a hauteur des trapézes successifs.

S(f) est appelée a juste titre "formule des trapezes' ou encore "formule de Simpson" (formule permettant
d'ailleurs de calculer des valeurs approchées d'une intégrale)

Illustration danslecasoun=4
f(b)
f(t2)
f(to)

f(@)

a=to 11 to t3 b=ty
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On démontre (mais cela dépasse le cadre de ce cours) que lorsque f est continue :

lim S(f) existe

n - +oo

b
Onnotedors: I f(t) dt cette limite
a

On démontre que cette nouvelle définition de I'intégrale (dite "intégrale de Riemann™) posséde toutes les bonnes

propriétés (Chades, linéarité, positivité, etc ...)

b
Probléme : avec cette définition, comment démontrer que I fit)dt=F(b) -F(a) ?
a

On utilise dors le théoréme suivant (qui est hors-programme) démontrant |'existence de primitives :

Théoréme

Soit | unintervalle [a, b] non réduit a un point. Soit f une application continue sur .
X

Soit X 001 et .F I'application définie sur | par : .F#(x) = I f(t) dt.
Xo

F est continue sur 1.

1.
2. FestdeclasseC'surl et 7 '=fsurl.

Préliminaires : soit | un intervalle quelconque de R.
Définition : Une application f : 1 — R est continueenx, 01 s :

Oe>0,>0,OxO1: (X =Xl <n =[f(¥) - f(x)| <€)
Définition : Une application f : | — R est continue sur | sur elle est continue en tout X O 1.
Définition : Une application f : 1 — R est k-lipschitziennesur | si :

Ck>0,0x, y O 1 |f(y) = f)] < Ky =]

Propriété : toute application f: |1 — R k-lipschitzienne sur | est continue sur |.
Démonstration : Soit € > 0. Soit X [ I. Par hypothése : [k > 0,0x O | : |f(X) — f(Xo)| < kIx — X

Choisissonsn < E.Ainsi, S X —=X| < naorsona: |f(X) — f(x)| < kn <e.

Donc f est continue en Xo.
Ce raisonnement étant valable pour tout x, O 1, f est continue sur |.

Démonstration du théoréme :

1) Puisque f est continue sur |, elle est bornée sur | et atteint ses bornes. Posons :

M = sup|f(t)
tal
Pour tousx,y 0 |, ona:

) -7l = ‘ [ 1 o

< M(y-x)

Donc .7 est M-lipschitzienne sur | donc continue sur 1.

2) Soit x 0 I. Montrons que :
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Oe>0,ChOR tel quex+hOl =

Fdx+m—gxm_fw)<s

h

On en déduira que le taux d'accroissement 7 (x+h) =7 ()

tend vers f(x) lorsgque h tend vers 0.

Soit € > 0.
Casl:ssh>0.

X+

h
o . f(t) at
Nous avons, pour tout h>0tel quex+h O]l : T =700 '[X

h h
x+h
£() dt
En outre, f(x) = —
h
T h -7 1 x+h 1 px+h
pore: {720 )= [ (10 r0o) < £ [ lro- ool

Or, f est continue sur | doncenx:
h>00t01:(t-x<n =|f) - fX|<¢)
Or,t0[x;x+h],donc|t-x < h.

Donc pourh<n,ona:|f(t) - f(X)| <€

DbU:IXH]VU)—fuﬂdt<sha <t

- f(x)

|7 (x+h) -7 (x)
| h

Cas2:sh<0

x+h

j £(t) dt
X

Nous avons, pour tout h<0tel quex+h Ol : 7 (x+h) =7 () =

h h
x+h

f(x) dt
En outre, f(X) = —

h
Donc .
o o x+h X X
IJ‘(X”‘; 709 - p0) = ﬁ‘j o (ro- ) dt‘ﬁ UM (F) = F09) d < ﬁjm £ = FO9]

Or, f est continue sur | doncenx:

h>0,0t01:(t-x<n =I|f(t) - f| <€)
Or,td[x+h; X, donc|t-x < |
Donc pour [hj<n,ona:|f(t) - f(¥)|< ¢

(x+h)-7(x)
h

X (o

Dw:thm—ﬂmmsqmak - f(x)| < e.
X+

F(x+h) - F(x)
h

On en déduit que .7 est dérivableentout x O | et que . " = f sur |.

Bilan : dans tous les cas I'accroissement moyen tend vers f(x) lorsque h tend vers 0.
En outre, comme f est continue sur |, .7 I'est également donc .7 est de classe Ctsur 1.
Remarque : si f n'est que continue par morceaux sur [a ; b] alors une primitive .% de f n'est pas nécessairement

dérivable sur [a, b]. (Considérer f définiesur [-1; 1] par: f(x) =1s x>0 et f(X) =0s x<0. Lafonction &
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définiesur [-1; 1] par #(X) =xsi x>0 et .F#(x) =0d x< 0 est laprimitive de f qui Sannule en 0 (ou en X,

avec Xo 0 [-1; 0] mais .7 n'est pas dérivable en 0)

Corollaire

Soit f une fonction continue sur un intervalle | =[a, b].
X

Soit X O | et . I'application définie sur | par : .F#(x) = I f(t) dt . (L'application.# est une primitive de f).
Xo

Soit F une primitive quelconque de f.

b
Alors: J' £(t) dt = F(b) - F(a)

Démonstration :

On sait que deux primitives différent d'une constante donc : il existek O Rtel que: F=.% +k surl.

Ona donc: F(b) - F(a) =7 (b) -7 (a) = J'b £(t) dt - J'a £(t) dt = J'bf(t) dt (d'aprés Chasles)
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Intégrales de Riemann

Soit o un nombre réel quelconque.

Soit € > 0 et A> 1. On considére les intégrales suivantes :
11 Al
Iu(s):J. ot et Ja(A):I ot
et 1t

Le but du probleme est de déterminer :
» lesvaleursde a pour lesquelles |, admet une limite finie lorsque € tend vers 0.

» lesvaleursde a pour lesquelles J, admet une limite finie lorsque A tend vers +co.

Etudedelq
1. Etudeducasa =1
a) Démontrer quely(g) =-Ine.
b) Endéduire Iing 11(€).
foR
2. Etudeducasa#1
1 81—0
Démontrer que l4(€) = —— - .
a) que lq(€) 1-a 1-a
b) En écrivant €7@ = e ®INe déterminer lesvaleurs du réel o pour lesquelles €27 admet une limite finie

lorsque € tend vers 0.

¢) Conclure: I, admet une limitefinie lorsque € tend vers0 s et seulement S .......coceeeverieene

11 - 11 1
Remarque : on note dans ce cas -[ot_“ dt cette limite et on adonc Iot_“ dt = T—a

Etude de Jq

1. Etudeducasa =1
a) Démontrer que Jy(A) = InA.
b) Endéduire AILruﬁ Ji(A).

2. Etudeducasa # 1
Al 1

1-a 1-o’
b) Enécrivant AT = e"®INA determiner les valeurs du réel a pour lesquelles AY™® admet une limite

a) Démontrer que J,(A) =

finie lorsque A tend vers +oo.

¢) Conclure: |, admet une limite finie lorsque A tend vers +oo s et seulement Si .....occoeveveeeeenene
+oo ] +oo ]
Remarque : on note dans ce cas I @ dt cette limite et on a donc I @ dt= ——
1 1
RESUME
11 L . . . 11
-[ot_“ dt existes et seulement si a < 1. (On dit alors que l'intégrale -[ot_“ dt converge)

+ 00

+oo ]
L @ dt existe s et seulement s a > 1? (On dit alors que l'intégrale L e dt converge)
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Fonction I

+ o0
On considére lafonction I” définie pour x [J ]O ; +oo[ par : [(x) = IO t* et dt
+ o0
1. Justification de I'écriture IO t* et dt

1
a) On considere lafonction I, définie pour € > 0 par : l(€) = I t* e dt.
€

1
tl—x '

i) Démontrer que pour toutt O [e;1],0na: 0< t* e <

ii) En déduire (en utilisant les résultats sur les intégrales de Riemann) que I, admet une limite finie

lorsque € tend vers 0.
1
On note I t* %™t dt cette limite.
0

A
b) On considérelafonction J, définie pour A> 1 par : J,(A) = I t*te™ dt.
1

[

i) Démontrer que pour toutt 0[1;Al,ona:0< t* e <

N

t
ii) En déduire (en utilisant les résultats sur les intégrales de Riemann) que J, admet une limite finie

lorsque A tend vers +co.

+ 00
On note I t*"le™ dt cette limite.
1

2. Propriétésdelafonction I
a) Cdculer I'(1).
b) A I'aide d'une intégration par parties, démontrer que : pour tout x > 0, F(x + 1) = X[ (X)

c) Démontrer, par récurrence, que pour tout n O N, I'(n) = (n - 1)!
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INTEGRALES DE WALLIS

Il sagit, pour n O N, desintégrales suivantes :

d s 1 1
o= [ Fcos)dt dh= [T dt K= [T a-t)d L= | @)
0 0 -1 i

Calcul de I, par IPP

Onaimmédiatement:lozg etllzjzcostdtzl.
0

n+l

Pour tout n > 0, onapar IPP: (u(t) = (cost) et V'(t) = cost)

Inez = I 2 (cost)" cost dt = [(cost)”*lsint} 2+(n+ 1)‘[ 2 (cost)"(sint)? dit
0 0
Ineo = (n + 1)(|n - |n+2)
n+1

2= ——= I
n

+2
. n-1
(Variante: I, = Tln_z pour tout n > 2)
On en déduit immédiatement : 1= = lo= 1% ; ly= 21,2 2 5 = Spy= o8
2 4 3 3 4 16

Formule générae:

Si npair (n=2p) lpp= —x

_ @pim _ Chm
2p 22p+l(p!)2 - 92p+1

2p >(2p—2x 2

S nimpar (n=2p+1 lopsy = ——— e X =1
pair ( p+1) 2p+1 2p+1 2p-1 31
L2 2P’
2pt+l — (2p+1)|

Calcul de J, en se ramenant a |,

T .
En posant u = > t, on obtient :

= J.Og(sint)n dt= J._Oz(sin(g—u))n (—du) = J‘E(COSU)” du=1I,

Calcul de K, en se ramenant a lon1

En posant u = Arcsint. (Bijectionde[-1; 1] dans[—g; g]). Onadonc:t=snu.

22n+1(n! )2

1 I
Kn= I (L-t*)"dt= j ? (cosu)®" cosudu =2 Iy, =
B 2 (2n+1)!

2

Calcul de L, en se ramenant a K,

a2 e e = (CD"22MH(n)?
Ln_j_l(t )"t = (-1) v T
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Equivalent desintégrales de Wallislorsque n tend +oo

On raisonne avec lasuite (1,).

Ona,pourtoutnDNettouttD[O,g]: 0<cos™t<cos't

En intégrant pour t allant deoag: O0<lp <lIy

En conséquence, lasuite (1,) est décroissante.

Onadonc:

Et commel,,>0:

| +2
Or,onavuque: n - D @)
I n+2 n+1
D'ou: 1< Jna N*2
In+2 n+1
s I oo .
Par encadrement, on en déduit que —™* admet une limite égale a1 en +oo.
n+2
Autrement dit : Iy ~ lhet 2

+o00

Montrons enfin que la suite (uy,) définie par u, =(n + 1)1, 1.+, est constante :

. . T T
Lasuite (up) est donc bien constante. Et comme upy =1q 11 = > ona:OnON, u,= 5

@
U1 =(N+2) lnia e = (N+1) I 1 = U,

En multipliant I'équivaent (2) par (n + D)1, :

D'ou:

N+D1Z2 ~ Uy ~ =
+00 40 2

y~ —— ~ |
"to Y 2(n+1) += V2n

On retiendra ce résultat trés utile :

J'E(cost)”dt ~ 1/i
0 +oo \ 2N
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