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Introduction

Les applications linéaires constituent un chapitre considérable des mathématiques modernes,
tant par sa densité au-dela de son développement propre: calcul matriciel ; théorie des
déterminants ; formes quadratiques ; espaces fonctionnels... ; que par l'importance de son
emploi dans les autres sciences: Recherche opérationnelle; Sciences économiques;
M écanique quantique ; Théorie de larelativité ; Biologie (dynamique des populations)... Ceci
est d, en particulier, aux nombreuses interventions des systemes d'équations algébriques,
différentielles ou aux dérivées partielles, dont la résolution utilise les applications linéaires et
le calcul matriciel qui leur est lié (voir chapitre 3). Source: http:/www.chronomath.com.

Considérons deux ensembles non vides quelcongue E et F. Supposons qu’a chague éément
de E on fasse correspondre un unique éément de F. L’ ensemble de ces correspondances est
appelé une application de E vers F; on la note f:E—F. On note également f(a)
I’éément de F associe a ac E.

Dans le cours d analyse nous avions également parlé d’ applications (que nous avions désigné
sous le terme fonctions) mais de R dans R, c'est-a-dire des applications reelles d’une
variablereelle.

Supposons gue les deux ensembles non vides quelconques E et F sont munis chacun d une [oi

de composition interne: (E,A) et (F,v). Ondit que f:E— F est un morphisme (on dit
encore homomor phisme) lorsque :

V(ab)e E, f(anb)=f(a)v f(b)
On désigne alors par endomorphisme de (E, A) un morphisme de (E, A) dans lui-méme ; par

isomor phisme un morphisme bijectif ; et par automor phisme un endomorphisme bijectif.

Les applications linéaires sont des morphismes d espace vectoriel, cest-a-dire des
applications d’'un espace vectoriel dans un autre espace vectoriel. C'est tout I'objet de ce
chapitre 2.
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1 Généralités

Définition
Soient E et F deux espaces vectoriels sur R et f une application de E dans F. On dit que f est

une application linéaire s et seulement s I'image d'une combinaison linéaire est la

combinaison linéaire des images.

Autrement dit :
VX, ye E et VA, ueR, f(AX+uy)=Af(X)+uf(y)
Et plus généralement :

V... %€ E, VA, ... eR, f(AX+..+A4X)=AF(X)+...+4,f(X)

Théoréme
Soient E et F deux espaces vectoriels sur R et f une application de E dans F. f est une

application linéaire s et seulement si :
) VX, ye E, f()?+§/)=f(>?)+f()7)
)

(i) VXeE,VAeR, f(Ax)=Af (X

Remarques
* On dira donc que f est linéaire si elle conserve les deux opérations de base d’un espace

vectoriel ¢’ est-a-dire |’ addition et la multiplication par un scalaire.
* En remplagant A par O dans (ii), on obtient que f (0)=0 : I'image du vecteur nul par
toute application linéaire est égale au vecteur nul.

* L’ensembledes applicationslinéairesde E dans F est noté L_(E,F).

Exemples
1. Montrer que f:R*—R* définie par X=(X,%,, %) f(X)=(%—%,,2x%,+3x,) est
bien une application linéaire. Réponse.

2. Soit C" (]R,R) |’ espace vectoriel des fonctions réelles d’ une variable réelles continue,

n-fois dérivables et a dérivées toutes continues. Montrer que | application
D:C"(R,R)—C"(R,R) qui atoute fonction f de C"(R,R) associe sa dérivée est

linéaire. Réponse.
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3. Montrer que la translation définie R? dans R* par f(x,y)=(x+1y+2) n'est pas

une application linéaire. Réponse.

Définition
On appelle application identité Id. : E— E, I’application telle que Viie E, Id.(U)=0 ;

C’ est une application linéaire.

2 [Image et noyau d'une application linéaire

Proposition 1
Soit f: E — F une application linéaire. L’ ensemble desimages des éléments de E, f (E), est

un sous-espace vectoriel de F appelé image de |’ application linéaire f et noté Im f .

Velmf < 3le E/V=f(0)

Remarque

- Imf estunepartiedeF: Imf cF

- Ladimensionde Imf est appeléerangdef: rg(f)=dim(Imf).

Proposition 2
Soit f : E — F une application linéaire. Alors f (E)=Im f est un espace-vectoriel.
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Démonstration

Proposition 3
Soit f: E — F. L’ensemble défini par ker f :{Ue E/f (G):f)} est un sous-espace vectoriel

de E appelé noyau del’application linéairef. (ker = kernel qui veut dire noyau en anglais).

Remarque
ker f estunepartiedeE: ker f CE.

Exemple 2 (A trés important)
Soit f: R® — R® définiepar:
= (u,u,, ) f(0)=(u+2u,—uyu, + Uy, U +u, — 2u,).

Déterminer Im f et ker f . Réponse.
3 Image d'une famille de vecteurs

3.1 Injectivité

Définition 1
Une application f: E — F est dite injective s des éléments distincts de E ont des images

—/

distinctes: G=0 = f ()= f (U) ou f(0)="f(0)=u=0".

Oul !

e |l peuty avoir des élémentsisolés dans F
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NON !

e Deux éléments distincts de E ne peuvent
pas avoir laméme image dans F

Proposition 1
Soit f e L(E,F),festinjectivesi et seulement si ker f ={0] .

3.2 Surjectivité

Définition 2
Soit fe L(E,F),festsurjectivesi tout vecteur Vv de F possede au moins un antécédent par

fdansE: Ve F,3te E/ f (0)=V.

Ooul'!
e Unélément de F peut avoir plusieurs
antécédents dans E

e |l peuty avoir des élémentsisolés dans E

NON !
e |l nepeuty avoir d’ élémentsisolés dans
F
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Proposition 2
f est surjectivesi et seulementsi Imf = f (E)=F .

3.3 Bijectivité

Proposition 3
Soit felL(EF), f est dite bijective s et seulement si elle est a la fois injective et

surjective.

e Tout éément de E possede une image
unique dans F
e Tout éément de F possede un

antécédent unique dans E.

Théoréme de la dimension

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et soit f une application linéaire de

L (E,F),onadors:

dim(E) =dim(Im f)+dim(ker f)[=rg f +dim(ker f)]

Proposition 4
fe L(E,F) bijective = dim(E)=dim(F).

Remarque

La démonstration de la proposition 4 est immédiate :

f est bijectivedonc  « injective: ker f :{()} (proposition 1)

* surjective: Im f = F (proposition 2)

Or dim(E)=dim(Im f)+dim(ker f)=dim(F)+dim(ker f)=dim(F)+0=dim(F).
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Conséguences

e Sidim(E)=palorsdim(Imf)<p

e Sidm(E)=pets dim(Imf)=p aorsdim(ker f)=0
Soit ker f ={0} « f estinjective.

e Sidim(E)=dim(F), fhbijective < finjective & f surjective.

Définitions (voir |ntroduction)

* Une application linéaire f € L (E,E) est appelée endomor phisme.
* Une application linéaire bijective de L_(E,F) est appeléeisomor phisme.
* Une application linéaire bijective de L_(E, E) est un automor phisme ou endomorphisme

bijectif.

Exemple
Soit f:R* — R? définiepar (X,y) > (x+Y,2y). f est-elle surjective ? bijective ? Réponse.

4 Operations sur les applications lineaires

Proposition
L(E, F) muni des deux lois suivantes :

- vf,ge L(E,F), f +ge L (E,F) (loi decomposition interne)
- vie L(EF), VieR, Af e L(E,F) (loi decomposition externe)

est un espace vectoriel.
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Définition
Soient E, F, G, trois espaces vectoriels, soient fe L (E,F) et ge L (F,G). On définit la

composée de deux applicationslinéairesf et g notée go f comme I’ application he L (E,G)

qui & T € E associe g( f (0)) :

h:E—>F—25G
U > () g(f(a))=h(a)

Remarques
1. gof signifiequel on applique d abord f puis ensuite g.
2. Lacomposition n’est possible que si I’ensemble d arrivée de f est égal al’ ensemble de
départ de g.
3. Sigof existe, fog nexistepasforcément.

4. Si fog existe aorsgénéralement go f # fog

Exemple 3
Soient deux applications linéaires définies par :
f: R? — R? g: R? — R?
(u,u,) - (3u+u,,u—u,) (Vi,V,) = (v +2v,=3v +V,)

Calculer quand ¢’ est possible go f et f og. Réponse.

Remarque

Il est facile de démontrer que h=go f est bien une application linéaire :

h(AG+uv)=g( f(AU+uv))=g(Af (U)+uf (V) car festlinéaire.
=g(Af(u))+g(uf(v))=Ag(f(0))+ug(f(V)) car gestlinéaire.
=Ah(0)+ uh(V)
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Théoréme
f°(91+gz):(f Ogl)+(f ng)
(fi+f)eg=(fog)+(f,00)

A(fog)=(Af)eog="fo(Ag)

5 Réciprogue d'une application linéaire bijective

Lorsguef est bijective, tout vV € F possede un antécédent unique U par f dansE.

Définition

On appelle application réciprogue de f, notée f, I’application qui & V associe U ; ¢ est

une application linéaire: e L (F,E).

Remarque

_h
m
|’
T
—
iR
< T
1
S m

- £4(9)

Propriété
fof*=Id. et f*of =1d.,cequi peut auss setraduire comme suit :
fof™ F —/———» E —5 F

flof: E 5 F 5 E

Exemple 4 : Déterminer |’ application réciproque de f définie par
f: R? — R?

Réponse
(Uu,) > (Vv,)=(2u-u,,u)
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6 Projecteurs et involutions

6.1 Projections et projecteurs

Définition 1
Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. Alors F®G=E et on appelle

projection sur F parallelement a G, I'’endomorphisme p;.  tel que:
(i) VXeF,dors p.¢(X)=X ; LesélémentsdeF restent invariants par p; .

0.

(i) vyeG,adors p.;(V)

Définition 2
e Unendomorphismef de E est dit idempotent lorsque fof =f.
e On appelle projecteur de E tout endomorphisme idempotent de E.

Remarque

Toute projection p , est un projecteur.

Exemples

1. Montrer que I'application p:R*— R? définie par (x,y)+> (x,0) est un projecteur.
Reéponse.

2. Montrer que I'application p:RR? — R? définie par (x,y)+> (x,0) est une projection sur

F parallélement a G. Identifier F et G. Réponse.

Proposition
Soit p un projecteur de E. Alors Im p:{Xe E/p()?): X} Imp est I'ensemble de tous les

éléments de E invariant par p.

Démonstration

Soit Xe Imp. Alors 3ye€ E tel que X= p(y).Ainsi p(X)=(pep)(y)=p(y)=X.

Demémes p(X)=X, aors Xe Imp, d'oul égalité.
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Propriétés

(i) Soit pun projecteur deE. Alors ker p@Imp=E.

(i) S p est un projecteur de E, aors nécessairement p est la projection sur Imp
paralléement a ker p.

(iii)Soit p un endomorphisme de E. Id. — p, avec ld. I'application identité de E, est un
projecteur si et seulement si p est un projecteur.

(iv)Si p est un projecteur de E, dors ker(1d. — p)=Imp et Im(ld. — p)=ker p.

Eléments de démonstration

Définition

Si p est un projecteur de E, alorson dit que p et 1d. — p sont des proj ecteur s associés.

6.2 Symétries et involutions

Définition 1
Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. Alors F®G=E et on appelle

symétrie par rapport a F parallelement a G, I’endomorphisme s; ; tel que:

(iii) VXeF,dorss. ;(X)=X ; LesélémentsdeF restent invariantspar s ;.

(iv) VyeG,dorss. . (Y)=-Y ; Leséémentsde G sont changés en leur opposé par s; ..

Définition 2

Un endomorphisme s de E est une involution linéaire lorsque ses=1d;.

Remarque

Toute symétrie s. ; est uneinvolution linéaire.
Exemples

1. Montrer que I’application s:R* —>R? telle que (X,y)—> (x,—y) est une involution

linéaire. Réponse.
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2. Montrer que I’application s: R* — R? définie par (X,y) > (X,—Y) est une symétrie sur F

paraléement & G. Identifier F et G. Réponse.

Propriété
Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. Les endomorphismes s. ; et pg g

sont liés par larelation s. ; =2p. 5 —Idc.
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