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Chapitre 1

Généralit és

On rappelle dans ce chapitre les notionsélémentaires d’ensembles et d’appli-
cations ainsi que les principales propriét́es qu’une loi de composition est suscep-
tible de posśeder. Il s’agit d’un chapitre regroupant bon nombre de notions déjà
connues depuis longtemps par le lecteur. Pour cette raison, les démonstrations
les plus faciles seront omises et les plus difficiles admises. Enfin, on a ajouté un
appendice d’arithḿetique qui se concentre sur la notion de dénombrabilit́e. A ce
propos, le lecteur est invité à revoir de lui-m̂eme les principales définitions et pro-
priét́es de l’analyse combinatoire.

1.1 Ensembles

Les notions d’ensemble, d’appartenanceet d’égalité ne se d́efinissent pas,
on admettra donc quea ∈ E (qui se lit a appartient̀a E, ou a est́elément de E) est
une notation comprise de tous, ainsi que sa négationa /∈ E. De m̂eme,A = B
signifie que les objets A et B sont identiques et donc, s’il s’agit d’ensembles, qu’ils
sont forḿes des m̂emeśeléments.

DEFINITION 1.1 Soit E un ensemble, on dit qu’un ensemble X est unepartiede
E (ou unsous-ensemblede E) si tout́elément de X est́elément de E. On dit aussi
que X estinclus dansE et on note :

(X ⊂ E)⇔ (E ⊃ X)⇔ (∀x, x ∈ X ⇒ x ∈ E).

SiX ⊂ E etX 6= E on peut pŕeciserX  E.

On admettra que toutes les parties de E forment un nouvel ensemble noté
P(E), i.e. :

X ⊂ E ⇔ X ∈ P(E).
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On admettra de m̂eme l’existence d’un ensemble ne contenant aucunélément,
not́e� (ensemble vide). On a donc pour tout ensemble E :

∀x, x ∈ � ⇒ x ∈ E,

i.e.� ⊂ E. On dit que X est unepartie propre de E siX ⊂ E,X 6= �,X 6= E.
Une partie X d’un ensemble E peut se déterminer en ǵeńeral de deux façons :

1. enextension: X = {2, 3, 5, 7}
2. encompréhension: X = {n ∈ N / n ≤ 10 et n premier}.

DEFINITION 1.2 Si X et Y sont deux parties de E, on définit :

X ∪ Y = {x ∈ E/x ∈ X oux ∈ Y } etX ∩ Y = {x ∈ E/x ∈ X etx ∈ Y }.

X ∪Y (respectivement - resp. -X ∩Y ) s’appelleréunion (resp.intersection) des
parties X et Y.

SiX ∩ Y = �, on dit que X et Y sontdisjointes.

Ces notions se ǵeńeralisent au cas d’un ensemble quelconque de parties. Si P
est une partie deP(E), i.e. un ensemble de parties de E, on note :

∩X∈PX = {x ∈ E/∀X ∈ P, x ∈ X} et ∪X∈P X = {x ∈ E/∃X ∈ P, x ∈ X}.

DEFINITION 1.3 SiX ⊂ E, on d́efinit CE(X) = {x ∈ E / x /∈ X} ; on le
note aussiX̄E ou X̄. CE(X) s’appelle lecompĺementaire dansE de la partieX,
la dernìere notation sera utiliśee lorsque le ŕef́erentiel E seráevident.

DEFINITION 1.4 SiX ⊂ E etY ⊂ E, on d́efinit :

X\Y = {x ∈ E/x ∈ X etx /∈ Y }.

X\Y s’appellediff érencedeX et deY .

DEFINITION 1.5 Soient E un ensemble et P une partie deP(E), on dit que :

1. P est unrecouvrementde E si :

∀x ∈ E, ∃X ∈ P, x ∈ X

2. P est unepartition de E si :

(a) P est un recouvrement de E

(b) � /∈ P
(c) ∀X ∈ P , ∀Y ∈ P ,X 6= Y ⇒ X ∩ Y = �.
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Une partition est donc un recouvrement ne contenant pas la partie vide, et dont
leséléments sont deux̀a deux disjoints.

DEFINITION 1.6 Soient E et F deux ensembles, on appelleproduit cart́esiende
E et F et on note E×F :

E × F = {(x, y)/x ∈ E ety ∈ F}.

La notion decouple(x,y) ne se d́efinit pas, mais v́erifie :

(x, y) = (x′, y′)⇔ x = x′ ety = y′.

Plus ǵeńeralement, on d́efinit le produit cart́esien de k ensembles E1, ..., Ek
par :

E1 × ...× Ek = {(x1, ..., xk)/∀i ∈ [1, k], xi ∈ Ei}.
L’ égalit́e de deux k-uplets se d́efinit de m̂eme par l’́egalit́e de toutes les compo-
santes de m̂eme rang. SiE1 = E2 = ... = Ek = E,E ×E × ...×E se note aussi
Ek.

Même siE1 = E2, il ne faut pas confondre (x, y) et (y, x) (sauf siy = x) ainsi
que (x, y) et{x, y} (surtout siy = x).

PROPOSITION 1.1 Soient E un ensemble, A, B, C des parties quelconques de
E, on a :

1. CE(Ā) = A

2. A ∪ A = A etA ∩ A = A

3. A ∪B = B ∪ A etA ∩B = B ∩ A
4. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C etA ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C
5. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) etA ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

6. CE(A ∪B) = CE(A) ∩ CE(B) etCE(A ∩B) = CE(A) ∪ CE(B)

7. A ∪B = A⇔ B ⊂ A etA ∩B = A⇔ A ⊂ B.

Démonstration : admise (par analogie avec les symboles logiques, non présent́es
ici)

1.2 Applications

DEFINITION 1.7 Soient E et F deux ensembles, on dit que f est unefonction de
E vers F si tout́elément x de E est en relation par f avec au plus unélément y de
F. Cetélément, lorsqu’il existe, est noté f(x).

L’ensemble des x de E pour lesquels f(x) existe s’appelleensemble de d́efinition
de la fonction f et se note Def(f).
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Si f est une fonction de E vers F et siDef(f) = E, f s’appelle uneapplication
de E vers F et on note :

f :
E → F
x 7→ f(x)

.

Une fonction de E vers F définit une application sur le domaine de définition
de cette fonction,̀a valeurs dans F. Nous ne considérerons donc par la suite que
des applications.

Soit A une partie d’un ensemble E,iA : x ∈ A 7→ x ∈ E est une application
de A dans E. On l’appelle injection canonique de A dans E. SiA = E, iE se note
géńeralement IdE et s’appelle application identique ouidentit éde E.

SoitA ⊂ E, ϕA : E → {0, 1} définie par :

∀x ∈ A,ϕA(x) = 1

∀x ∈ E\A,ϕA(x) = 0

est une application appelée caract́eristique de A.
L’ égalit́e de deux applications est l’égalit́e de leurs ensembles de départ, de

leurs ensembles d’arrivée et de leur relations. Il est par conséquent fondamental
de ne pas confondre les quatre applications suivantes :

g1 :
R→ R
x 7→ x2 , g2 :

R+ → R
x 7→ x2 , g3 :

R→ R+

x 7→ x2 , g3 :
R+ → R+

x 7→ x2 .

On appellesuite d’éléments de E toute application d’une partie deN dans E.
Si cette partie deN est finie, on dit que la suite est finie.

DEFINITION 1.8 Soient f une application de E vers F et A une partie de E,
l’application not́ee f|A définie par :

f|A :
A→ F
x 7→ f(x)

s’appelle larestrictionde fà A.
Réciproquement, soient g une application de A vers F et f une application de

E vers F, sif|A = g on dit que f est unprolongementde gà E.

f est donc, bien entendu, un prolongement de sa restrictionà A. Mais, si on se
donne une application de A vers F, il existe plusieurs prolongements possibles en
une application de E vers F (dès que F a plus d’uńelément et A diff́erent de E). On
verra ult́erieurement des exemples permettant d’obtenir, sous certaines conditions,
l’unicit é du prolongement.
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DEFINITION 1.9 Soient E, F et G des ensembles, on considère une application
f de E vers F et une application g de F vers G. On appellecompośeede g et f et
on note g◦f l’application de E vers G d́efinie par :

∀x ∈ E, (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Bien noter que l’́ecriture g◦f signifie que l’on effectue d’abord l’oṕeration
x 7→ f(x) puis l’opérationf(x) 7→ g(f(x)).

Si f : E → F , alorsf ◦ IdE = f et IdF ◦ f = f , mais siE 6= F il ne s’agit
pas dans les deux cas de la même application identité.

PROPOSITION 1.2 Soientf : E → F , g : F → G eth : G→ H, alors :

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f,

et l’on note simplement h◦g◦f cette application de E vers H.

Démonstration : triviale

DEFINITION 1.10 Soitf : E → F , on dit que f est :

1. injective(ou est uneinjection) si l’une des propríet́eséquivalentes suivantes
est v́erifiée :

(a) ∀x, x′ ∈ E, f(x) = f(x′)⇒ x = x′

(b) ∀x, x′ ∈ E, x 6= x′ ⇒ f(x) 6= f(x′)

(c) pour tout y de F, l’́equation en x,y = f(x), a au plus une solution
dans E.

2. surjective(ou est unesurjection) si elle v́erifie la propríet́e suivante :

∀y ∈ F,∃x ∈ E, y = f(x).

3. bijective(ou est unebijection) si elle est̀a la fois injective et surjective, i.e.
si elle v́erifie :

∀y ∈ F,∃!x ∈ E, y = f(x).

Exercices :

1. Soit f : R \ {1} → R définie parx 7→ 3x−1
x−1

. Est-elle injective ?
bijective ?

2. Soitf : R→ R définie parx 7→ x3. Montrer que f est bijective.

3. Soientf : E → F et g : F → G. Montrer que si f et g sont injectives
(resp. surjectives, bijectives) il en est de même de g◦f. Montrer que
si g◦f est injective (resp. surjective) alors f est injective (resp. g est
surjective).
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DEFINITION 1.11 Soit f : E → F , on dit que f estinversibles’il existe une
applicationg : F → E telle quef ◦ g = IdF etg ◦ f = IdE.

On peut d́efinir l’inversibilité à droite (resp.̀a gauche)̀a l’aide de la premìere
(resp. la seconde)égalit́e.

THEOREM 1.1 Soitf : E → F , f est inversible si et seulement si f est bijective,
l’application g de la d́efinition pŕećedente est alors unique, on l’appelle applica-
tion réciproquede f. On la notef−1, c’est une bijection de F sur E. Elle est définie
par :

∀(x, y) ∈ E × F, x = f−1(y)⇔ y = f(x).

Démonstration : si f est inversible, IdF et IdE étant bijectives, l’exercice 1.1.1
montre que f et g sont bijectives. De plus, g est unique car sig ◦ f = IdE et
f ◦ g′ = IdF alors :

g = g ◦ IdF = g ◦ (f ◦ g′) = (g ◦ f) ◦ g′ = IdE ◦ g′ = g′.

Réciproquement, si f est bijective on a :

∀y ∈ F,∃!x ∈ E, y = f(x).

Cette condition permet de définir une application g de F dans E en associant
à tout y de F l’unique x de E tel quey = f(x). Ainsi, si y = f(x), on a
x = g(y). Par conśequent :

∀y ∈ F, (f ◦ g)(y) = f(x) = y et∀x ∈ E, (g ◦ f)(x) = g(y) = x�

PROPOSITION 1.3 Soientf : E → F et g : F → G, si f et g sont inversibles,
alors g◦f est inversible et l’on a :

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Démonstration : il suffit en effet de calculerf−1 ◦ g−1 ◦ g ◦ f etg ◦ f ◦ f−1 ◦ g−1.

DEFINITION 1.12 Soit E un ensemble, I un ensemble appelé ensemble d’in-
dices. On appellefamille d’éléments de Eindéxée par I toute application de I
dans E. Six : i 7→ x(i) est une telle famille, on note xi l’image de i par x et(xi)i∈I
cette famille.

Attention, une famille n’est pas nécessairement injective. A deux indices différents
peuvent correspondre le mêmeélément de E.

Si (Ai)i∈I est une famille de parties d’un ensemble E, on convient de noter :

∪i∈IAi = {x ∈ E/∃i ∈ I, x ∈ Ai}
∩i∈IAi = {x ∈ E/∀i ∈ I, x ∈ Ai}.
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DEFINITION 1.13 Soientf : E → F , A ⊂ E,B ⊂ F ;

1. on appelleimage directede A par f et l’on note f(A) la partie de F définie
par :

f(A) = {y ∈ F/∃x ∈ A, y = f(x)}.

2. on appelleimage ŕeciproquede B par f et l’on note f−1(B) la partie de E
définie par :

f−1(B) = {x ∈ E/f(x) ∈ B}.

Ces notations sont quelque peu abusives, en particulier f−1(B) ne pŕejuge pas
de l’existence de l’application réciproque de f. Evidemment, si f est inversible
on af−1({y}) = {f−1(y)}, ce qui en quelque sorte justifie la notation. Mais en
géńeralf−1({y}) peutêtre vide ou contenir plus d’uńelément.

PROPOSITION 1.4 Soientf : E → F , A et A’ des parties de E, B et B’ des
parties de F ; on a :

1. A ⊂ A′ ⇒ f(A) ⊂ f(A′)

2. f(A ∪ A′) = f(A) ∪ f(A′)

3. f(A ∩ A′) ⊂ f(A) ∩ f(A′)

4. B ⊂ B′ ⇒ f−1(B) ⊂ f−1(B′)

5. f−1(B ∩B′) = f−1(B) ∩ f−1(B′)

6. f−1(B ∪B′) = f−1(B) ∪ f−1(B′)

7. A ⊂ f−1(B)⇔ f(A) ⊂ B

8. A ⊂ f−1(f(A))

9. f(f−1(B)) ⊂ B.

Exercices :

Démontrer les neuf propriét́es de la proposition préćedente.

1.3 Lois de composition

DEFINITION 1.14 Soient E, F, G trois ensembles, on appelleloi de compo-
sition définie sur E×F à valeurs dans G toute application de E×F vers G. Si
z = f((x, y)), on convient d’́ecrire z = xΥy (ou x ∗ y, x + y, xy, ...). x et y
s’appellent lestermeset z lerésultatde l’opérationΥ.

SiF = G, la loi est diteexternesur F dedomaine d’oṕerateursE.
SiE = F = G, la loi est diteinternesur E et on note en abréǵe (E,Υ).

Exemples :
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1. DansR (ouN , Z,Q) les lois usuelles + et . sont des lois internes.

2. DansP(E) les lois∪ et∩ sont des lois internes.

3. Dans l’ensemble des applications de E vers E, la composition◦ est une
loi interne.

DEFINITION 1.15 Soit (E,Υ) un ensemble muni d’une loi de composition in-
terne ; on dit que :

1. Υ estassociative(dans E) si :

∀x, y, z ∈ E, (xΥy)Υz = xΥ(yΥz)

2. x et y sontpermutables(pour Υ) si :

xΥy = yΥx

x estcentralsi :
∀y ∈ E, xΥy = yΥx

3. Υ estcommutative(dans E) si :

∀x, y ∈ E, xΥy = yΥx

4. e est́elément neutresi :

∀x ∈ E, eΥx = xΥe = x

5. a estréguliersi :

∀x, y ∈ E, aΥx = aΥy ⇒ x = y etxΥa = yΥa⇒ x = y

6. i estidempotentsi :
iΥi = i

7. si (E,Υ) admet uńelément neutre e, on dit que x’ estsyḿetriquede x si :

xΥx′ = x′Υx = e

8. A ⊂ E eststablepour Υ si :

∀x, y ∈ A, xΥy ∈ A

(on peut donc d́efinir une loi induite sur A que l’on note géńeralement par
le même symbole).
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THEOREM 1.2 (règles de parenth́esage)
Si Υ est une loi de composition interne associative sur E, alors dans toute

succession d’oṕerations on peut regrouper tels termes consécutifs que l’on veut,
et les remplacer par leur résultat, sans changer le résultat final. Si de plusΥ est
commutative, on peut effectuer les regroupements des termes que l’on veut.

Démonstration :̀a la fois facile et fastidieuse

Exercices :

Démontrer les ŕesultats suivants (qui doiventêtre connus) :

1. l’ élément neutre, s’il existe, est unique

2. si la loi est associative et possède unélément neutre, le syḿetrique
d’un élément, lorsqu’il existe, est unique ; ce résultat est en ǵeńeral
faux si la loi n’est pas associative

3. si la loi est associative, toutélément syḿetrisable (i.e. qui admet un
symétrique) est ŕegulier

4. si la loi est associative et si x et y sont symétrisables, alors xΥy est
symétrisable : quel est son symétrique ?

5. toute intersection de parties stables est stable ; ce résultat est en ǵeńeral
faux pour la ŕeunion.

DEFINITION 1.16 Soit E muni de deux lois de composition internesΥ et *, on
dit que * estdistributivesur Υ si :

∀x, y, z ∈ E, x∗(yΥz) = (x∗y)Υ(x∗z) (à droite) et(yΥz)∗x = (y∗x)Υ(z∗x) (à gauche).

Par exemple, dans (R,+,.), la multiplication est distributive sur l’addition et
dans (P(E),∪,∩), ∪ est distributive sur∩ et∩ l’est également sur∪.

DEFINITION 1.17 Soient (E,Υ), (F,*), f une application de E vers F ; on dit que
f est unmorphismede (E,Υ) dans (F,*) si :

∀x, y ∈ E, f(xΥy) = f(x) ∗ f(y).

Si f est bijective, on dit que f est unisomorphisme.
Si (E,Υ) = (F, ∗), on dit que f est unendomorphisme. Attention, siE = F

maisΥ 6= ∗, on ne parlera pas d’endomorphisme.
Un endomorphisme bijectif s’appelle unautomorphisme.

THEOREM 1.3 Si f est un isomorphisme de (E,Υ) sur (F,*), alors f−1 est un
isomorphisme de (F,*) sur (E,Υ). On l’appelle l’isomorphisme ŕeciproquede f.

Démonstration :́evident, en revenantà la d́efinition de f−1
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Soient (E,Υ) et f une bijection de E sur un ensemble F, on peut définir une loi
* sur F en posant :

∀z, t ∈ F, z ∗ t = f(f−1(z)Υf−1(t)).

f devient ainsi un isomorphisme de (E,Υ) sur (F,*). On dit alors qu’on a réaliśe un
transport de structure.

Exemple : l’applicationlog : R∗+ → R est un isomorphisme de (R∗+,.) sur (R,+),
l’isomorphisme ŕeciproque se notantexp.

Par tradition, on n’emploie le symbole + que dans le cas d’une loi commutative
et associative. L’́elément neutre et le syḿetriqueéventuels se notent alors 0 et -x.

La même tradition impose de n’employer le symbole . (ou rien) que dans le
cas d’une loi associative. L’élément neutre et le syḿetriqueéventuels se notent
alors 1 et x−1.

Au lieu d’écrirex1 + ...+xn oux1. ... .xn onécrira souvent
∑n

i=1 xi etΠn
i=1xi.

Soit I un ensemble fini d’indices, l’écriture
∑

i∈I xi ne pose pas de problèmes ;
par contre l’́ecritureΠi∈Ixi impose, si la multiplication n’est pas commutative,
que l’on se soit donńe un ordre total sur I. Par convention, la multiplication se fera
alors eńecrivant de gauchèa droite dans l’ordre des indices croissants.

1.4 Arithm étique

1.4.1 Rappels de d́efinitions et propri étéśelémentaires

DEFINITION 1.18 Soient a, b deux entiers quelconques, on dit que adiviseb et
on écrit a / b s’il existe un entier k tel queb = ka.

PROPOSITION 1.5 ∀(a, b) ∈ N ×N∗, ∃!(q, r) ∈ N2, a = bq + r et0 ≤ r < b.

Démonstration : admise

La pratique de cette division, appeléedivision euclidienne, est suppośee connue
de tous.

DEFINITION 1.19 On dit que l’entier p est unnombre premier(et on noteP
l’ensemble des nombres premiers) s’il vérifie l’une des conditionśequivalentes
suivantes :

1. p ∈ N , p > 1 et∀a ∈ N , a / p⇒ a = 1 oua = p

2. p ∈ N , p > 1 et∀a, b ∈ N , p / ab⇒ p / a oup / b.

PROPOSITION 1.6 1. Tout entier suṕerieurà 1 a un plus petit diviseur supérieur
à 1 et ce diviseur est premier.
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2. Si l’entier n n’est divisible par aucun nombre premier p tel quep2 ≤ n,
alors n est premier.

3. P est infini.

Démonstration :́evident pour les deux premières propríet́es, admis pour la troisième

THEOREM 1.4 Tout entier n suṕerieur à 1 admet une factorisation unique en
facteurs premiers,̀a l’ordre des facteurs pr̀es, i.e. :

∃!m ∈ N∗,∃!(p1, ..., pm) ∈ Pm, p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pm, n = p1p2...pm.

Démonstration : admis

On appelle exposant dep ∈ P dans n le nombre d’indices i tels quep = pi. On
le note vp(n) : vp(n) est donc nul sauf pour un nombre fini de nombres premiers,
ce qui permet d’́ecrire, avec la convention habituellep0 = 1, n = Πp∈Pp

vp(n), de
sorte que ce produit est en fait un produit fini.

DEFINITION 1.20 Soit (a1, ..., an) un n-uplet d’́eléments deN∗,

1. il existe un unique entier non nul d tel que :

∀i ∈ [1, n], d/ai et∀δ ∈ N, (∀i ∈ [1, n], δ/ai)⇒ δ/d;

d s’appelle leplus grand diviseur commuǹa a1, ..., an et se noted =
PGCD(a1, ..., an)

2. il existe un unique entier non nul m tel que :

∀i ∈ [1, n], ai/m et∀M ∈ N, (∀i ∈ [1, n], ai/M)⇒ m/M ;

m s’appelle leplus petit multiple communà a1, ..., an et se notem =
PPCM(a1, ..., an).

Il est d’ailleurs facile de voir que si on pose, pour tout nombre premier p,
m(p) = min{vp(ai), i ∈ [1, n]} etM(p) = max{vp(ai), i ∈ [1, n]}, alors on a :

d = Πp∈Pp
m(p) etm = Πp∈Pp

M(p).

Pour rechercher le PGCD de deux nombres a et b (a > b par exemple), il suffit
donc d’effectuer la factorisation en nombres premiers de a et b et d’appliquer
le résultat pŕećedent. Dans la pratique, il est plus facile d’appliquer la méthode
suivante, dite algorithme d’Euclide.

Soita = bq + r le résultat de la division euclidienne de a par b, alors(δ / a et
δ / b) ⇔ (δ / b et δ / a − bq). Par conśequent,PGCD(a, b) = PGCD(b, r). Or
b < a etr < b : si r = 0 alors a est un multiple de b etPGCD(a, b) = b, si r 6= 0
on itère le proćed́e en remplaçant le couple (a,b) par le couple (b,r). Le PGCD de
a et b est donc le dernier reste préćedant le reste nul. Il suffit d’être patient puisque
les restes sont strictement décroissants.
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1.4.2 D́enombrabilit é

DEFINITION 1.21 Soit E un ensemble, on dit que E eststrictement d́enombrable
s’il existe une bijection de E sur N. On dit que E estdénombrables’il est fini ou
strictement d́enombrable.

En d’autres termes, un ensemble est dénombrable si et seulement si on peut
numéroter seśeléments.

Exemples :

1. N∗ est strictement d́enombrable. En effet,s : N → N∗ définie par
s(n) = n+ 1 est bijective, par d́efinition même deN .

2. Toute partie deN est finie ou strictement dénombrable. En effet, si
une partie A deN n’est pas finie, l’application quìan ∈ N associe le
n-èmeélément de A, pour l’ordre usuel, est une bijection deN sur A.
En particulier, l’ensemble des nombres entiers naturels pairs est stric-
tement d́enombrable, l’ensemble des nombres premiers est strictement
dénombrable...

3. Z est strictement d́enombrable. En effet, l’applicationf : N → Z
définie parf(n) = n

2
si n est pair et parf(n) = −n+1

2
si n est impair

est une bijection deN surZ (le vérifier).

4. N × N est strictement d́enombrable. En effet, l’applicationf : N ×
N → N définie parf(p, n) = 2p3n est injective (le v́erifier et conclure
d’apr̀es l’exemple 2).

5. Q∗+ est strictement d́enombrable. En effet, en choisissant le représentant
irréductible de toute fraction, on voit queQ∗+ est en bijection avec une
partie deN ×N . Par conśequent,Q∗+ est en bijection avec une partie
deN (exemple 4).

6. Q est strictement d́enombrable. En effet,Q∗+ est en bijection avecN
et donc avecN∗ (exemples 1 et 5). En syḿetrisant pour l’addition,Q∗

est en bijection avecZ∗ et en prolongeant en 0,Q est en bijection avec
Z. OrZ est strictement d́enombrable (exemple 3). Par conséquent,Q
est strictement d́enombrable.

Ce dernier exemple est toutà fait fondamental en analyse, bien que toutà
fait contraireà l’intuition élémentaire, ce qui prouve que l’intuition est de peu de
secours dans l’étude des cardinaux infinis.

THEOREM 1.5 (Cantor)
R n’est pas d́enombrable, et m̂eme, plus pŕeciśement :

∀a, b ∈ R, a < b, ]a, b[ n’est pas d́enombrable.
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Démonstration : admis

COROLLARY 1.1 L’ensembleR\Q des nombres irrationnels n’est pas dénombrable.

Démonstration : en effet, siR\Q était d́enombrable, on pourrait le mettre en
bijection avecZ−. MaisQ peutêtre mis en bijection avecN∗ (exemples 1
et 6), et alorsR serait en bijection avecZ, ce qui contredit le th́eor̀eme de
Cantor�
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Chapitre 2

Structures

Par structure alǵebrique sur un ensemble E, on entend la donnée d’un nombre
fini de lois internes ou externes assujettiesà vérifier un certain nombre de pro-
priét́es.

La notion fondamentale dans ce chapitre est celle d’isomorphisme, i.e. de bi-
jection compatible avec les lois. En effet, si deux ensembles munis de structures
sont isomorphes, toute propriét́e d́emontŕee dans l’un et qui ne dépend que de la
structure se transpose dans l’autreà l’aide de l’isomorphisme.

2.1 Groupes

2.1.1 Ǵenéralit és

DEFINITION 2.1 On dit qu’un ensemble G muni d’une loi de composition in-
terne * est ungroupesi :

1. * est associative :

∀(a, b, c) ∈ G, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

2. * admet uńelément neutre (G est donc non vide) :

∃e ∈ G, ∀a ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = e

3. toutélément poss̀ede un syḿetrique pour * :

∀a ∈ G, ∃a′ ∈ G, a ∗ a′ = a′ ∗ a = e

Si de plus la loi * est commutative, on dit que (G,*) est un groupecommutatif
ou, plus souvent, un groupeabélien.
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D’après les propríet́es ǵeńerales des lois de composition internes, si (G,*) est
un groupe, l’́elément neutre est unique, ainsi que le symétrique d’unélément quel-
conque. Le syḿetrique d’un compośe est le compośe dans l’ordre inverse des
symétriques. Tout́elément est ŕegulierà gauche et̀a droite. On en d́eduit donc :

PROPOSITION 2.1 Soientγa : G→ G définie parγa(x) = a∗x etδa : G→ G
définie parδa(x) = x ∗ a, alors, quel que soit a appartenantà G,γa etδa sont des
bijections de G sur G.

Exemples :

1. (Z,+), (R,+), (R∗,.), (R∗+,.), (Q∗,.), (Q∗+,.), ({-1,+1},.) sont des groupes
ab́eliens.

2. Si (G,.) est un groupe et E un ensemble quelconque, l’ensemble des
applications de E vers G est muni naturellement d’une structure de
groupe, en d́efinissant la loi not́ee encore . par :

f.g : x 7→ f(x).g(x).

C’est d’ailleurs un des rares cas où il ne faut pas noter le syḿetrique de
f par f−1 à cause de la confusion avec l’éventuelle application réciproque.

3. Si (G,.) et (H,.) sont deux groupes, G×H est muni d’une structure de
groupe en d́efinissant :

∀(x, y), (u, v) ∈ G×H, (x, y).(u, v) = (x.u, y.v).

On dit alors que (G×H,.) est le produit des groupes G et H. Ceci
s’étend bien ŝur au produit de n groupes.

Exercices :

1. SoitE = {e, a}, montrer qu’il existe une seule loi de groupe sur E
dont e est l’́elément neutre.

2. DansR∗ × R on pose(x, y) ∗ (x′, y′) = (xx′, y
x′

+ xy′), montrer que
cette loi conf̀ereàR∗ ×R une structure de groupe.

2.1.2 Sous-groupes

DEFINITION 2.2 Soient (G,.) un groupe et H une partie de G, on dit que H est
unsous-groupede G si :

1. H est stable :
∀x, y ∈ H, x.y ∈ H
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2. H muni de la loi induite, encore notée ., a une structure de groupe.

PROPOSITION 2.2 Soient (G,.) un groupe et H une partie de G, les trois pro-
priét́es suivantes sontéquivalentes :

1. H est un sous-groupe de G
2.

H 6= �
∀x, y ∈ H, x.y ∈ H
∀x ∈ H, x−1 ∈ H

3.

H 6= �
∀x, y ∈ H, xy−1 ∈ H .

Démonstration : circulaire

(1) ⇒ (2) et (2) ⇒ (3) sont évidents. On d́emontre donc(3) ⇒ (1) ce qui
prouvera l’́equivalence des trois propriét́es.

Comme H est non vide, il existe unélément x de H et doncx.x−1 ∈ H (prendre
y = x dans (3)) d’òu 1 ∈ H. Par ailleurs, siy ∈ H, on ay−1 ∈ H (prendre
x = 1 dans (3)) et doncx.(y−1)−1 = x.y ∈ H. Ainsi, H est stable.

Les axiomes de groupe se vérifient alors imḿediatement, la loi est associative
(par restriction), elle admet uńelément neutre 1, et y−1 est l’inverse de y
dans H comme dans G�

Une partie stable d’un groupe n’est pas nécessairement un sous-groupe. Par
exemple,N est une partie stable deZ pour l’addition, mais ce n’est pas un sous-
groupe deZ.

Pour d́emontrer qu’un ensemble muni d’une loi est un groupe, on essaiera sou-
vent d’́ecrire que c’est un sous-groupe d’un groupe connu, ce qui permet d’alléger
les d́emonstrations.

Tout sous-groupe d’un groupe abélien est, bien entendu, abélien. Mais un
groupe non commutatif peut avoir des sous-groupes commutatifs propres.

Exemples :

1. Quel que soit le groupe (G,.), (G,.) et ({1},.) sont des sous-groupes de
(G,.) ; un sous-groupe distinct des deux préćedents (s’il en existe) est
appeĺe sous-groupe propre.

2. (Q,+) est un sous-groupe de (R,+), (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+)
et donc a fortiori de (R,+).
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2.1.3 Morphismes

DEFINITION 2.3 Soient (G,.), (H,*) deux groupes, f une application de G dans
H, on dit que f est unmorphisme de groupessi on a :

∀x, y ∈ G, f(x.y) = f(x) ∗ f(y).

Si f est bijectif, on dit que f est unisomorphisme de groupes, siG = H on dit que f
est unendomorphisme, un endomorphisme bijectif s’appelle unautomorphisme.

DEFINITION 2.4 On appellenoyau du morphisme f, et on note Ker(f) l’en-
semble d́efini par :

Ker(f) = {x ∈ G/f(x) = 1H}.
DEFINITION 2.5 On appelleimagedu morphisme f, et on note Im(f) ou f(G)
l’ensemble d́efini par :

Im(f) = {y ∈ H, ∃x ∈ G, y = f(x)}.

Ces d́efinitions sont conformes aux définitions ? ? ; le th́eor̀eme ? ? s’applique
donc, i.e. si f est un isomorphisme de G sur H, alors f−1 est un isomorphisme de
H sur G.

PROPOSITION 2.3 Soit f un morphisme du groupe (G,.) dans le groupe (H,*),
alors :

1. f(1G) = 1H et∀x ∈ G, f(x−1) = [f(x)]−1

2. l’image par f d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de H ; en particulier
Im(f) est un sous-groupe de H

3. l’image ŕeciproque par f d’un sous-groupe de H est un sous-groupe de G ;
en particulier Ker(f) est un sous-groupe de G

4. f est un morphisme injectif si et seulement siKer(f) = {1G}.
Démonstration : en effet,

1. ∀x ∈ G, x.1G = x, doncf(x.1G) = f(x) ∗ f(1G) = f(x) d’où
par ŕegularit́e f(1G) = 1H ; de m̂emex.x−1 = x−1.x = 1G donc
f(x.x−1) = f(x) ∗ f(x−1) = f(1G) = 1H , idem à gauche, d’òu
f(x−1) = [f(x)]−1

2. Soit K un sous-groupe de G, on a :

∀y1, y2 ∈ f(K),∃x1, x2 ∈ K, y1 = f(x1) ety2 = f(x2)

doncy1 ∗ y−1
2 = f(x1) ∗ [f(x2)]−1 = f(x1.x

−1
2 ) ; mais K est un sous-

groupe de G, doncx1.x
−1
2 ∈ K ety1 ∗ y−1

2 ∈ f(K), d’où f(K) est bien
un sous-groupe de H
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3. preuve semblable (l’écrire)

4.

finjectif ⇔ (x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y))

⇔ (x.y−1 6= 1G ⇒ f(x) ∗ [f(y)]−1 6= 1H)

⇔ (x.y−1 6= 1G ⇒ f(x.y−1) 6= 1H)

⇔ Ker(f) = {1G}�

Quand un morphisme rencontre un autre morphisme, la descendance est as-
suŕee, car :

THEOREM 2.1 Soient (G,.), (H,.), (K,.) trois groupes ; si f est un morphisme de
G dans H et g un morphisme de H dans K, alors g◦f est un morphisme de G dans
K.

Démonstration : la seule choseà d́emontrer est que g◦f est un morphisme :

∀x, y ∈ G, g◦f(x.y) = g(f(x.y)) = g(f(x).f(y)) = g(f(x)).g(f(y)) = g◦f(x).g◦f(y)�

THEOREM 2.2 Soit (G,.) un groupe ; si Aut(G) désigne l’ensemble des auto-
morphismes de G, alors (Aut(G),◦) est un groupe.

Démonstration : on sait déjà que la composition est interne et associative, l’élément
neutre est l’identit́e de G, le syḿetrique d’uńelément est la bijection réciproque
qui est bien un automorphisme�

Si (G,.) est un groupe et f une bijection de G sur un ensemble H, alors on peut
transposer la structure de G sur Hà l’aide de f, en posant :

∀x, y ∈ H, x.y = f(f−1(x).f−1(y)).

f devient alors un isomorphisme de groupes.

2.2 Corps

DEFINITION 2.6 Soit un ensemble K muni de deux lois de composition internes
+ et *, on dit que (K,+,*) est uncorpssi :

1. (K,+) est un groupe ab́elien, d’́elément neutre noté 0 ou 0K

2. * est associative et distributive par rapportà l’addition, i.e.

∀a, b, c ∈ K, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c
a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c et (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c
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3. * poss̀ede uńelément neutre non nul, noté 1 ou 1K et appeĺe élément unit́e

4. ∀x ∈ K∗ = K\{0}, ∃x′ ∈ K, x ∗ x′ = x′ ∗ x = 1K .

Si de plus la multiplication est commutative, on dit que K est uncorps com-
mutatif.

Si (K,+,*) est un corps, (K∗,*) est donc un groupe multiplicatif, qui est abélien
si et seulement si K est commutatif.

Exemples :

1. Q,R, C sont des corps commutatifs pour les lois usuelles

2. Q[
√

2] = {a+b
√

2, a, b ∈ Q} est un corps commutatif (le démontrer).

DEFINITION 2.7 Soit (K,+,*) un corps et k une partie de K, on dit que k est un
sous-corpsde K, ou que K est unsur-corpsde k, si :

1. k est stable pour les deux lois + et *

2. 1K ∈ k
3. k muni des deux lois induites vérifie les deux premières propríet́es de la

définition pŕećedente

4. ∀a ∈ k∗, a−1 ∈ k∗.

Par exemple,Q est un sous-corps deQ[
√

2] qui est lui-m̂eme un sous-corps de
R.

2.3 Autres structures

2.3.1 Espaces vectoriels

DEFINITION 2.8 Soit K un corps commutatif, on dit qu’un ensemble E a une
structure de K-espace vectorielsi

1. E est muni d’une loi de composition interne + telle que (E,+) soit un groupe
abélien

2. E est muni d’une loi externe de domaine d’opérateurs K, not́ee . v́erifiant :

∀x ∈ E, 1K .x = x

∀λ ∈ K, ∀x, y ∈ E, λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y

∀λ, µ ∈ K, ∀x ∈ E, (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x

∀λ, µ ∈ K, ∀x ∈ E, λ.(µ.x) = (λµ).x.
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On ne donne ici aucune définition ou propríet́e suppĺementaire, la seconde
partie de ce courśetant consacrée à cette notion. On peut toutefois remarquer
dès maintenant que si K est un sur-corps commutatif du corps k, alors K est un
k-espace vectoriel, en considérant comme loi externe sur K la restriction de la
multiplication de Kà k×K.

2.3.2 Alg̀ebres

DEFINITION 2.9 Soit K un corps commutatif, on dit qu’un ensemble E a une
structure de K-algèbresi :

1. E est muni d’une structure de K-espace vectoriel

2. E est muni d’une seconde loi interne notée×, telle que (E,+,×) vérifie les
deux premìeres propríet́es de la d́efinition ? ?

3. ∀λ ∈ K, ∀x, y ∈ E, λ.(x× y) = (λ.x)× y = x× (λ.y).

Exemples :

1. Si K est un sur-corps commutatif du corps k, alors K est une k-algèbre.
Il est à noter que la multiplication sertà la fois comme loi interne et
comme loi externe.

2. Mn(k) est une k-alg̀ebre pour les lois usuelles définies sur l’ensemble
des matrices carrées d’ordre n.
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Chapitre 3

Les corps des ŕeels et des complexes

3.1 Nombres ŕeels

La définition deR ne rel̀eve pas de l’alg̀ebre mais de l’analyse. En effet, un
nombre ŕeel apparâıt comme la limite d’une suite adéquate de nombres rationnels.
On se contente donc ici de rappeler les propriét́es alǵebriques fondamentales de
R.

THEOREM 3.1 R estarchimédien, i.e. :

∀a ∈ R, ∀x ∈ R∗,∃n ∈ N, a ≤ nx.

Démonstration :́evident et fondamental

R est aussi archiḿedien pour la multiplication :

∀a ∈ R, ∀x ∈ R, ∀x > 1,∃n ∈ N, a ≤ nx.

CommeR est totalement ordonné, on peut d́efinir ∀x ∈ R, |x| = max(x,−x)
qui se litvaleur absolue. On a alors :

∀x ∈ R, |x| ≥ 0 et |x| = 0⇔ x = 0

∀x, y ∈ R, |xy| = |x| . |y|
∀x, y ∈ R, |x+ y| ≤ |x|+ |y| .

THEOREM 3.2 (de la borne suṕerieure)

1. Toute partie deRnon vide et majoŕee admet une borne supérieure.

2. Toute partie deRnon vide et minoŕee admet une borne inférieure.

Démonstration : admis
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C’est en cela queR est convenable, carA = {x ∈ Q∗+ / x2 < 2} est une partie
non vide et majoŕee de Q mais sans borne supérieure dans Q, alors que A est a
fortiori majoŕee dansR et admet dansR une borne suṕerieure,̀a savoir justement√

2.

THEOREM 3.3 (des segments emboı̂tés)
Soit (Tn)n∈N , où Tn = [an, bn], une suite d’intervalles ferḿes borńes, non

vides deR; si (Tn)n∈N est d́ecroissante (i.e. si∀n ∈ N, Tn+1 ⊂ Tn), alors
∩n∈NTn est non vide. Si, de plus,limn→+∞(bn − an) = 0 alors cette intersection
se ŕeduità un point.

Démonstration : conséquence du préćedent

Ce th́eor̀eme est faux pour le corpsQ, en prenant par exemple pour an et bn
les valeurs approchées par d́efaut et par exc̀es de

√
2 à 10−n près.

3.2 Nombres complexes

3.2.1 Construction

SoitC =

{(
a −b
b a

)
, a, b ∈ R

}
⊂ M2(R) ; alors, muni des lois usuelles

surM2(R), C est un corps commutatif contenant

{(
a 0
0 a

)
, a ∈ R

}
qui est

un sous-corps deC isomorphèaR. De plus,i =

(
0 −1
1 0

)
vérifie i2 + 1 = 0.

Le lecteur scrupuleux peut se sentir frustré de construireC à partir deM2(R)
non encore d́efini. Cet exemple a toutefois le mérite de fixer les id́ees. On pŕesente
ci-dessous une construction plus formelleà partir de notions d́ejà pŕesent́ees.

On consid̀ere uneR-algèbre de dimension 2, de base (1, i) telle que 1 soit
élément neutre pour la multiplication eti2 = −1. Par exemple, on considèreR2

muni des lois suivantes :

∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2,
(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)
(x, y).(x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + x′y)

.

Le lecteur v́erifiera à la main queR2 muni de ces deux lois est bien un corps
commutatif, queR×{0} en est un sous-corps isomorpheàR que l’on confondra
avecR. De plusi = (0, 1) vérifie i2 + 1 = 0. Tout couple (x, y) de ŕeels peut alors
s’écrire(x, y) = x+ iy aveci2 = −1. En conclusion :

THEOREM 3.4 Il existe un corps commutatifC, contenant un sous-corps iso-
morpheà R, tel queC soit unR-espace vectoriel de dimension 2, dans lequel il
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existe une base (1, i) aveci2 = −1. Ainsi toutélément z deC s’écrit de manìere
unique sous la formez = a + ib, aveca, b ∈ R. C s’appellecorps des nombres
complexes.

DEFINITION 3.1 Soitz = a+ ib ∈ C, a, b ∈ R,

1. a s’appelle lapartie réellede z et se note Re(z), b s’appelle lapartie ima-
ginaire de z et se note Im(z),a + ib s’appelle alors laforme alǵebriquede
z.

2. Re et Im sont des applications linéaires deC surR, i.e. :

∀z, z′ ∈ C,∀λ ∈ R,

<(z + z′) = <(z) + <(z′) et=(z + z′) =
Im(z)+
Im(z′)
<(λz) = λ<(z) et
Im(λz) = λ
Im(z)

3. on appelle nombre complexeconjugué de z, et on notēz, le nombre com-
plexe d́efini par z̄ = a − ib. L’application z 7→ z̄ est un automorphisme
involutif du corpsC, i.e. :

∀z, z′ ∈ C, z + z′ = z̄ + z̄′, zz′ = z̄z̄′ et z̄ = z.

4.

<(z) =
1

2
(z + z̄),

Im(z) =
1

2i
(z − z̄)

z ∈ R⇔ z = z̄ ⇔
Im(z) = 0

z ∈ iR⇔ z = −z̄ ⇔ <(z) = 0.

Si z ∈ iR on dit que z estimaginaire pur.

DEFINITION 3.2 Si z ∈ C, alorszz̄ ∈ R+ ; on appellemodulede z et on note
|z| le nombre ŕeel positif|z| =

√
zz̄.

Attention,
√
zz̄ a un sens mais pas

√
z en ǵeńeral : le symbole√ n’a de sens

que pour les nombres réels positifs et d́esigne la racine carrée arithḿetique.

PROPOSITION 3.1 1. Siz ∈ R, |z| n’est autre que la valeur absolue de z ;
il n’y a donc pas incompatibilit́e de notation
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2. ∀z ∈ R, <(z) ≤ |z| et
Im(z) ≤ |z|

3. |z| = 0⇔ z = 0

4. ∀z, z′ ∈ C,

|zz′| = |z| |z′|∣∣1
z

∣∣ = 1
|z| si z 6= 0

|z + z′| ≤ |z|+ |z′|
|z̄| = |z|

5. Siz ∈ C∗, z−1 = z̄
|z|2 .

Démonstration : fort simple

1. si z ∈ R, z̄ = z et donc|z| =
√
z2 qui repŕesente bien la valeur

absolue de z

2. soitz = a+ ib ∈ C, a, b ∈ R, on a alors|z| =
√
zz̄ =

√
a2 + b2, d’où

a ≤ |a| ≤
√
a2 + b2, idem pour b

3. |z| = 0⇔ |z|2 = 0⇔ zz̄ = 0⇔ (z = 0) ou (z̄ = 0)⇔ z = 0

4.

|zz′|2 = zz′zz′ = zzz′z̄′ = |z|2 |z′|2
prendrez′ = 1

z

|z + z′|2 = (z + z′)(z̄ + z̄′) = zz̄ + zz̄′ + z̄z′ + z′z̄′ = |z|2 + 2<(zz̄′) + |z′|2

or<(zz̄′) ≤ |zz̄′| = |z| |z′| d’où |z + z′|2 ≤ (|z|+ |z′|)2

5. zz = |z|2 donc siz 6= 0 on en d́eduitz z̄
|z|2 = 1, i.e.z−1 = z̄

|z|2�

DEFINITION 3.3 SoitU = {z ∈ C, |z| = 1}, alors d’apr̀es les deux dernières
propriét́esU est muni d’une structure de groupe multiplicatif ; on l’appellegroupe
unitédeC.

3.2.2 Interprétation géométrique

Soit P un plan euclidien réel rapport́eà une base orthonorḿee, P sera considéŕe
commeétant munìa la fois de sa structure vectorielle et de sa structure affine.

DEFINITION 3.4 Soit z = x + iy un nombre complexe quelconqueécrit sous
forme alǵebrique, on lui associe le point M ou le vecteur

−−→
OM du plan P de coor-

donńees (x, y) dans le repère consid́eré d’origine O ; M ou
−−→
OM s’appellentimage

de z et inversement z s’appelleaffixe de M ou
−−→
OM .

Le module de z n’est autre que la longueur du vecteur
−−→
OM . De plus, cette

interpŕetation ǵeoḿetrique est particulièrement adaptéeà la visualisation de l’ad-
dition des nombres complexes. En effet, si z est l’affixe de

−−→
OM et z’ l’affixe de

−−→
OM ′, alorsz + z′ est l’affixe du vecteur

−−→
OM +

−−→
OM ′. Faire un dessin pour s’en

convaincre !
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DEFINITION 3.5 Soitz ∈ C∗, alors z
|z| ∈ U ; on appelleArgumentde z l’angle

de la rotation transformant le vecteur−→u en le vecteur image dez|z| , et on appelle
argumentde z, not́e arg(z), toute mesure de cet angle.

Le nombre complexe nul ne possède pas d’argument. Il est toutà fait fonda-
mental de remarquer que tout nombre complexe non nul possède un argument,
mais une infinit́e d’arguments d́efinisà 2kπ près.

Soit θ un argument dez = x + iy 6= 0, on az = |z| ( x
|z| + i y|z|). Ainsi, z peut

s’écrire :
z = x+ iy = |z| (cos θ + i sin θ).

Cette dernìere écriture s’appelleforme trigonométrique du nombre complexe
z non nul. Il est donc facile de passer de la forme algébriqueà la forme trigo-
nométrique, mais en ǵeńeral la d́etermination exacte d’un tel angleθ ne conduit
pasà des calculs alǵebriques.

PROPOSITION 3.2 Soientz, z′ ∈ C∗ écrits sous forme trigonoḿetrique :

z = |z| (cos θ + i sin θ), z′ = |z′| (cos θ′ + i sin θ′),

alors :
zz′ = |z| |z′| (cos(θ + θ′) + i sin(θ + θ′))
z−1 = 1

|z|(cos(−θ) + i sin(−θ)) ;

en d’autres termes :

arg(zz′) ≡ arg(z) + arg(z′)[2π]
arg(z−1) ≡ − arg(z)[2π]

.

Démonstration :́evident, car ŕesulte des formules classiques de trigonométrie

cos(θ + θ′) = cos θ cos θ′ − sin θ sin θ′

sin(θ + θ′) = sin θ cos θ′ + cos θ sin θ′
.

THEOREM 3.5 (formule de Moivre)
Soit z = |z| (cos θ + i sin θ) un nombre complexe non nul, alors pour tout

entier relatif n on a :
zn = |z|n (cosnθ + i sinnθ).

Démonstration :̀a l’aide d’un raisonnement par récurrence, aussi bien pourn ≥ 0
que pourn < 0, à l’aide des propríet́es pŕećedentes.

On convient de noter tout nombre complexe de module 1 sous la formez = eiθ

(exponentielle complexe), où θ est un Argument de z. Les formules préćedentes
prennent alors la forme simple suivante :

eiθeiθ
′
= ei(θ+θ

′), (eiθ)−1 = e−iθ, (eiθ)n = einθ,∀n ∈ Z.
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De plus, des relationseiθ = cos θ + i sin θ et e−iθ = cos θ − i sin θ on d́eduit les
formules suivantes, appelées formules d’Euler :

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
et sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

Les formules de Moivre et d’Euler permettent de démontrer aiśement un grand
nombre d’identit́es trigonoḿetriques. On en donne deux exemplesà titre d’exer-
cices.

Exercices :

1. Soitn ∈ N∗, calculercosnθ en fonction decos θ.

2. Calculer, en fonction de x,C = 1 + cos x+ cos 2x+ ...+ cos(n− 1)x

(indication : poserS = 1 + sin x+ sin 2x+ ...+ sin(n− 1)x et calculerC+ iS).

3.2.3 Ŕesolution deśequations

THEOREM 3.6 Soitz ∈ C∗ un nombre complexe non nul quelconque, alors z a
exactement deux racines carrées oppośees, i.e. deux nombres complexes z’ et z”
solutions de l’́equation en Z :Z2 = z.

Démonstration : de deux manières

1. on suppose źecrit sous forme alǵebriquez = a + ib et on cherche
Z également sous forme algébriqueZ = x + iy, l’ équationZ2 = z
s’écrit alorsx2 − y2 + 2ixy = a+ ib, i.e.

x2 − y2 = a
2xy = b

⇔
x2 − y2 = a

x2(−y2) = − b2

4

xy = b
2

;

x2 et −y2 sont donc les racines (réelles) de l’́equationX2 − aX −
b2

4
= 0 (en effet, le discriminant de cetteéquation vauta2 + b2 qui est

strictement positif puisque z est non nul) : on obtient donc deux valeurs
possibles pour x et deux valeurs possibles pour y, mais attention, cela
ne conduit pas̀a obtenir quatre racines carrées pour z, car la relation
xy = b

2
induit une connexion entre les signes de x et de y, et donc

l’existence de deux racines carrées oppośees�

2. on suppose źecrit sous forme trigonoḿetriquez = ρeiθ et on cherche
Z également sous forme trigonométriqueZ = reiα, l’ équationZ2 = z
s’écrit alorsr2e2iα = ρeiθ, i.e.

r2 = ρ et 2α ≡ θ[2π]
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d’où r =
√
ρ etα ≡ θ

2
[π] (ne pas perdre de vue quer > 0) et donc

z′ =
√
ρei

θ
2 et z′′ =

√
ρei(

θ
2

+π) = −√ρei θ2�

THEOREM 3.7 Soitaz2 + bz + c = 0, a 6= 0, uneéquation du second degré à
coefficients dansC, alors si∆ = b2− 4ac 6= 0 cetteéquation admet deux racines
distinctes, et si∆ = 0 elle admet une racine double.

Démonstration :

az2 + bz + c = 0⇔
a(z2 + b

a
z + c

a
) = 0

(z + b
2a

)2 + c
a
− b2

4a2 = 0

(z + b
2a

)2 = b2−4ac
2a

= ∆
(2a)2

donc d’apr̀es le th́eor̀eme pŕećedent, si∆ 6= 0 il admet deux racines carrées
oppośeesδ et−δ et l’on en d́eduit les deux racinesz′ = −b+δ

2a
etz′′ = −b−δ

2a
,

et si∆ = 0 il existe alors une racine double qui vaut−b
2a
�

La résolution est donc formellement la même que dans le cas réel, à la re-
cherche des racines carrées de∆ près. En particulier, si a, b, c sont réels et si∆
est positif ou nul, la ŕesolution est exactement la même. Par contre, si∆ est stric-
tement ńegatif,∆ a deux racines carrées complexes opposées qui sont imaginaires
pures. L’́equationaz2 + bz + c = 0 a ainsi deux racines complexes conjuguées.

Exemple : ŕesoudre l’́equationz2 + z + 1 = 0

On a ∆ = 1 − 4 = −3, d’où δ = i
√

3 et les racines sontz′ = −1+i
√

3
2

et

z′′ = −1−i
√

3
2

.

On pose ǵeńeralementj = z′ et j = z′′ = (z′)2. On a aussij3 = 1.

En fait, on a encore mieux que cela :

THEOREM 3.8 Soitz ∈ C∗ un nombre complexe non nul quelconque, alors z a
exactement n racines n-èmes distinctes, i.e. l’équation en Z,Zn = z, a exactement
n solutions.

Démonstration : on est obligé dans ce cas d’utiliser la forme trigonométrique des
nombres complexes :

z = ρeiθ etZ = reiα,

l’ équationZn = z s’écrit alors :

rneinα = ρeiθ

i.e. rn = ρ et nα ≡ θ [2π] d’où r = ρ
1
n et α ≡ θ

n
[2π
n

] ; les racines de
l’ équationZn = z sont donc les nombres complexes de la forme :

zk = ρ
1
n exp(i(

θ

n
+

2kπ

n
)), k ∈ Z,
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mais on remarque que l’on a :

zk = zk′ ⇔
2kπ

n
≡ 2k′π

n
[2π]⇔ k ≡ k′[n],

et par conśequentz0, z1, ...,zn−1 sont les n racines n-èmes distinctes de z�

Par application de ce théor̀eme au cas particulierz = 1, on obtient les fa-
meuses racines n-èmes de l’unit́e

1, exp(
2iπ

n
), ..., exp(

2(n− 1)iπ

n
).

Ainsi, j est une racine troisième de l’unit́e.
Soit z0 une racine n-̀eme du nombre complexe z, i.e.zn0 = z, l’ équationZn =

z peut alors s’́ecrireZn = zn0 , i.e.( Z
z0

)n = 1. On a donc le crit̀ere pratique suivant :
on obtient toutes les racines n-èmes d’un nombre complexe en multipliant l’une
d’elles par toutes les racines n-èmes de l’unit́e.

Enfin, on d́emontre (mais cela est difficile et demande un minimum d’outils
emprunt́esà l’Analyse) queC est encore beaucoup mieux que cela :

THEOREM 3.9 (de d’Alembert)
Touteéquation alǵebrique de degŕe nà coefficients dansC poss̀ede au moins

une racine complexe, et donc par récurrence sur n, toutéequation alǵebrique de
degŕe nà coefficients complexes a exactement n racines comptées avec leur ordre
de multiplicit́e.

Démonstration : admis

La période de construction par voie algébrique s’arr̂ete donc ici. On dit aussi
que C est un corps alǵebriquement clos : il est impossible de sortir deC en
résolvant deśequations alǵebriques̀a coefficients complexes.
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Chapitre 4

Polynômes et fractions rationnelles

4.1 Polyn̂omes

4.1.1 Structure

DEFINITION 4.1 Soit K un corps commutatif, on appellepolynôme à coeffi-
cients dans Ktoute suiteP = (an)n∈N d’éléments de K telle que :

∃n0 ∈ N,∀n > n0, an = 0.

Donc, siP = (an)n∈N est un polyn̂ome à coefficients dans K, l’ensemble
{i ∈ N, ai 6= 0} est un ensemblefini que l’on appellesupport du polyn̂ome P,
ai s’appelle le coefficient d’indice i du polynôme P. Si tous les coefficients du po-
lynôme P, sauf un, sont nuls, on dit que P est unmonôme. Si tous les coefficients
sont nuls, on dit que P est le polynôme nul que l’on notera encore 0.

On rappelle enfin que l’égalit́e de deux polyn̂omes est d́efinie par l’́egalit́e des
suites, i.e. par l’́egalit́e detous les coefficients d’indices correspondants.

L’ensemble des polyn̂omesà coefficients dans K se note K[X]. Cette notation
recevra sa justification ultérieurement.

DEFINITION 4.2 SoitP ∈ K[X] un polyn̂ome non nul, on appelledegŕe du
polyn̂ome P, et on noted◦P , l’indice du coefficient non nul d’indice le plusélev́e.

Cette d́efinition a bien un sens, car si P est un polynôme non nul, son sup-
port est une partie finie non vide deN, il admet donc un plus grand́elément. On
convient de noterd◦0 = −∞.

THEOREM 4.1 Muni des lois induites par celles définies sur l’ensemble des
suitesà valeurs dans K, K[X] a une structure de K-espace vectoriel.

Démonstration : le v́erifier en exercice
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Si P = (an)n∈N etQ = (bn)n∈N sont deux polyn̂omes quelconques de K[X]
etλ un scalaire quelconque, les lois sont donc définies par :

P +Q = (an) + (bn) = (an + bn) = (a0 + b0, a1 + b1, ..., an + bn, ...)

λP = λ(an) = (λan) = (λa0, λa1, ..., λan, ...).

DEFINITION 4.3 SoientP = (an)n∈N etQ = (bn)n∈N deux polyn̂omesà co-
efficients dans K, on appelleproduit de P et Q et on note PQ le polynôme d́efini
par :

PQ = (cn)n∈N ,∀n ∈ N, cn = a0bn + a1bn−1 + ...+ anb0 i.e. cn =
∑
i+j=n

aibj.

Cette multiplication n’est donc pas la multiplication termeà terme des suites.

THEOREM 4.2 Soit K un corps commutatif, K[X] muni des lois préćedentes a
une strucutre de K-alg̀ebre commutative.

Démonstration : d’après le th́eor̀eme pŕećedent K[X] est d́ejà un K-espace vec-
toriel. Le produit de polyn̂omes est bien une loi interne car le support de PQ
est inclus dans la somme des supports de P et Q, au sens de la somme de
deux parties deN. En effet, pour que cn soit non nul, il est ńecessaire qu’il
existe deux entiers i et j tels quei+j = n etai 6= 0, bj 6= 0. Il resteà vérifier
tous les axiomes uǹa un : on indique simplement comment démontrer l’as-
sociativit́e du produit. SoientP = (an), Q = (bn), R = (cn), alorsPQ =
(dh) avec∀h ∈ N , dh =

∑
i+j=h aibj, (PQ)R = (en) avec∀n ∈ N , en =∑

h+m=n dhcm doncen =
∑

h+m=n(
∑

i+j=h aibj)cm =
∑

i+j+m=n aibjcm.
Le seul point d́elicat est bien ŝur le dernier signe d’égalit́e, il convient
de bien le comprendre. Cette dernière écriture est syḿetrique par rapport
aux coefficients des polynômes P, Q, R. La commutativité du produit́etant
évidente, l’associativité en ŕesulte. On remarque enfin que l’on a :

∀P,Q ∈ K[X],∀λ ∈ K,λ(PQ) = (λP )Q = P (λQ)�

THEOREM 4.3 Soient P et Q deux́eléments quelconques de K[X], on a :

d◦(P +Q) ≤ max(d◦P, d◦Q), et sid◦P 6= d◦Q alorsd◦(P +Q) = max(d◦P, d◦Q)

d◦(PQ) = d◦P + d◦Q.

Démonstration : la formule pour la somme estévidente, on ne d́emontre que celle
pour le produit. Le ŕesultat est clair si l’un au moins des polynômes est le
polynôme nul. On suppose donc P et Q non nuls et on appelle p et q leur
degŕe respectif :P = (an), Q = (bn), ap 6= 0, bq 6= 0, ∀i > p ai = 0,
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∀j > q bj = 0. Par d́efinitionPQ = (cn) avec∀n ∈ N , cn =
∑

i+j=n aibj.
Si n > p + q, i ≤ p et i + j = n entrâınentj > q et donc la somme qui
définit cn ne contient que des termes nuls. Sin = p+ q, i < p et i+ j = n
entrâınentj > q et par conśequentcp+q = apbq 6= 0. PQ est donc de degré
p+ q, indice du coefficient non nul de plus grand indice�

On remarque alors que leséléments inversibles de K[X] sont les polynômes
de degŕe 0. En effet,PQ = 1 entrâıned◦P + d◦Q = 0, doncd◦P = d◦Q = 0
et (a0, 0, ...)(b0, 0, ...) = (1, 0, ...) ⇔ a0b0 = 1. Par conśequent(a0, 0, ...) est
inversible si et seulement si a0 est non nul.

Enfin, l’applicationϕ : K → K[X] définie parϕ(a) = (a0, 0, ...) est un
morphisme injectif d’alg̀ebres. Dans la suite de ce chapitre on confondra K avec
l’ensemble des polyn̂omes de degré au plus źero, appeĺes polyn̂omes constants.
Il n’y a aucun risque d’ambiguı̈té car l’́ecritureλP a le m̂eme sens, queλ soit
consid́eŕe comme scalaire ou comme polynôme constant.

4.1.2 Notation d́efinitive

Soit ei = (0, ..., 0, 1, 0, ...), où 1 està la (i + 1)-ème place, le mon̂ome de
degŕe i de coefficient 1. On a∀i, j ∈ N , eiej = ei+J et donc, par ŕecurrence sur i,
ei = (e1)i pour tout entier naturel i, avec la convention habituelle(e1)0 = 1 = e0.

La définition d’un polyn̂ome et des oṕerations montre alors que tout polynôme
P = (an) peut s’́ecrire de façon unique :

P = a0e0 + a1e1 + ...+ anen + ... =
∑
i∈N

aiei

(remarquer que le support de Pétant fini, cette sommation ne comprend en fait
qu’un nombre fini de termes).

On pose alorse1 = X, on obtient, puisquee0 = 1 :

P = a0 + a1X + ...+ anX
n + ... =

∑
i∈N

aiX
i (sommation finie).

X s’appelleindéterminée. Attention, il ne s’agit pas d’une variable mais d’un po-
lynôme particulier. L’avantage de cette notation est sa commodité d’emploi pour
les oṕerations mais ne doit pas faire confondre uneécriture telle quea0 +a1X = 0
avec unéequation en X.

On écrira doŕenavant un polyn̂ome P sous l’une des formeséquivalentes sui-
vantes :

P = a0 + a1X + ...+ anX
n = anX

n + ...+ a1X + a0.
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La premìereécriture s’appelle ordonnée suivant les puissances croissantes et la se-
conde suivant les puissances décroissantes. Par convention, dans une telleécriture,
on supposera, si cela est possible, quean 6= 0, donc n repŕesentera le degré du po-
lynôme P.

Lorsquean = 1, on dit que le polyn̂ome P est unitaire ou mieuxnormalisé. Le
produit de deux polyn̂omes normaliśes est encore normalisé (mais pas la somme,
en ǵeńeral).

Lesécritures pŕećedentes rendent plus visible le fait que K[X] est un K-espace
vectoriel et que(X i)i∈N en est une base. De même, si on d́esigne par Kn[X]
l’ensemble des polyn̂omesà coefficients dans K de degré inférieur ouégal à n,
Kn[X] est un K-espace vectoriel et(1, X, ..., Xn) en est une base (de cardinal :
n+ 1).

4.1.3 Divisibilité

DEFINITION 4.4 SoientA,B ∈ K[X], B 6= 0, s’il existe un polyn̂ome Q de
K[X] tel queA = BQ, on dit que BdiviseA ou que A est unmultiple de B, et on
note B / A ; Q s’appelle lequotientdans la division de A par B.

Si B est un diviseur de A et A non nul, on a nécessairementd◦B ≤ d◦A. Si de
plusd◦B = d◦A, le quotient est une constante : on dit que B est proportionnelà
A. Réciproquement, toute constante non nulle est un diviseur de A.

THEOREM 4.4 SoientA,B ∈ K[X], B 6= 0, il existe un couple unique (Q, R)
de polyn̂omes de K[X] tel que :

A = BQ+R avecd◦R < d◦B.

Q s’appelle lequotientet R lerestede ladivision euclidiennede A par B.

On remarque imḿediatement qued◦R < d◦B autorise le casR = 0, i.e. le cas
où A est un multiple de B.

Démonstration : d’abord l’existence, puis l’unicité

1. on poseA = a0 +a1X+ ...+amX
m,B = b0 + b1X+ ...+ bnX

n avec
bn 6= 0. Si d◦A < d◦B, on peut prendreQ = 0 etR = A. Si d◦A ≥
d◦B, on poseq1 = am

bn
Xm−n et r1 = A− Bq1, on a alorsd◦r1 < d◦A

puisque l’on a fait disparaı̂tre le terme de plus haut degré de A. Si
d◦r1 < d◦B on peut prendreQ = q1etR = r1. Sinon on ŕep̀ete sur le
couple (r1, B) ce qui vient d’̂etre fait sur le couple (A, B). On définit
donc q2 et r2 = r1 − Bq2 de façonà faire disparâıtre le terme de plus
haut degŕe de r1, etc... Le processus devra nécessairement s’arrêter au
bout d’un nombre fini d’oṕerations car les degrés des restes successifs
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sont strictement d́ecroissants. Il suffira alors de prendreQ = q1 +
q2 + ... + qp etR = rp, le premier reste dont le degré est strictement
inférieurà n.

2. on suppose que l’on aA = BQ1 +R1 = BQ2 +R2 avecd◦R1 < d◦B
etd◦R2 < d◦B, alors par diff́erence on obtient :

R2 −R1 = B(Q1 −Q2),

d’où d◦(R2 −R1) = d◦B + d◦(Q1 −Q2), or d’apr̀es les hypoth̀eses :

d◦(R2 −R1) < max(d◦R1, d
◦R2) < d◦B.

L’ égalit́e pŕećedente est donc impossible sid◦(Q1−Q2) ≥ 0, on a donc
d◦(Q1 −Q2) = −∞, i.e.Q1 = Q2 et l’on en d́eduit aussiR1 = R2�

La méthode pratique de division (euclidienne) s’inspire directement de la démonstration
d’existence tandis que la disposition des calculs s’inspire de celle de la division
classique dansN. A cause de cette disposition, cette division est souvent appelée
division suivant les puissances décroissantes.

Un théor̀eme similaire existe pour la division suivant les puissances crois-
santes. La mise en pratique de cette division s’apparente doncà celle d́ecrite ci-
dessus,̀a la différence pr̀es que les polyn̂omes y sont maintenantécrits suivant les
puissances croissantes. Cela sera utilisé lors de l’́etude des fractions rationnelles.

DEFINITION 4.5 SoitP ∈ K[X], on dit que P est un polynômepremier, ou
mieuxirr éductible, si P n’est pas un polyn̂ome constant et si les seuls diviseurs de
P sont les constantes et les polynômes proportionnels̀a P, i.e. :

P = P1P2 ⇒ d◦P1 = 0 oud◦P2 = 0.

En particulier, tout polyn̂ome du premier degré est ńecessairement irréductible.
La réciproque est vraie pourK = C mais fausse en géńeral, on reviendra sur ce
fait au paragraphe suivant. On note simplement la conséquence imḿediate, mais
importante, de cette définition.

PROPOSITION 4.1 SoientP,Q ∈ K[X], si P est irŕeductible et si Q n’est pas
un multiple de P, alors P et Q sont premiers entre eux.

Démonstration : un diviseur communà P et Q est un diviseur de P donc est ou
bien une constante ou bien proportionnelà P, le second caśetant exclus par
hypoth̀ese, la conclusion en résulte�

THEOREM 4.5 Soit P un polyn̂ome non constant, alors il existe un scalaireλ
non nul et une familleP1, ..., Pn de polyn̂omes irŕeductibles normaliśes tels que
P = λP1P2...Pn. De plus, cette factorisation est uniqueà l’ordre des facteurs
près.

41



Démonstration : seulement l’existence (par récurrence sur le degré de P)

Si d◦P = 1, l’existence est́evidente. On suppose donc l’existence assurée pour
tout polyn̂ome de degŕe inférieur ouégalà p. Soit alors P tel qued◦P = p+
1. Deux cas se présentent : si P est irréductible, l’existence de la factorisation
est alorśevidente, sinon P n’est pas irréductible et on peut́ecrireP = Q1Q2

avecd◦Q1 6= 0 et d◦Q2 6= 0, i.e. d◦Q1 ≤ p et d◦Q2 ≤ p. On peut alors
appliquer l’hypoth̀ese de ŕecurrencèaQ1 etQ2, ce qui assure l’existence de
la factorisation de P�

Par analogie avec l’arithḿetique d́evelopṕee au premier chapitre, on peut alors
introduire la notion de polyn̂ome plus grand diviseur commun :

DEFINITION 4.6 SoientA1, A2 ∈ K[X] non tous deux nuls, alors il existe au
moins un polyn̂ome D tel que :

1. D / A1 etD / A2

2. ∀B ∈ K[X], (B / A1 etB / A2)⇒ B / D.

D est appeĺe unplus grand diviseur commun(en abŕeǵe PGCD) deA1 etA2.

Si D est un polyn̂ome de degŕe 0,A1 etA2 sont donc premiers entre eux.

4.1.4 Fonction polyn̂ome

DEFINITION 4.7 SoitP = a0 +a1X+ ...+anX
n ∈ K[X], on appellefonction

polynômeassocíeeà P et on notẽP l’application de K dans K d́efinie par :

∀x ∈ K, P̃ (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n.

On dit parfois, de façon imagée, que l’on a substitué la variable x̀a l’indétermińee
X. La fonction polyn̂ome associée au polyn̂ome P se note souventà l’aide du
même symbole P, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

DEFINITION 4.8 Soienta ∈ K et P ∈ K[X], on dit que a est unzéro du
polyn̂ome P siP̃ (a) = 0.

THEOREM 4.6 SoitP ∈ K[X], alors a ∈ K est un źero du polyn̂ome P si et
seulement si P est divisible par(X − a).

Démonstration : on effectue la division euclidienne du polynôme P par le po-
lynômeX − a :

P = (X − a)Q+R, d◦R < d◦(X − a).

R est un polyn̂ome de degŕe strictement inf́erieur à 1, i.e. un polyn̂ome
constant. En prenant les valeurs des fonctions polynômes associées au point
x = a, on trouve alors̃P (a) = R̃(a) = R, ce qui ach̀eve la d́emonstration�
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Plus ǵeńeralement, on dit que a est unzéro d’ordre α de P si P est divisible
par(X − a)α sans l’̂etre par(X − a)α+1.

On remarque que la considération du corps ambiant K est primordiale pour
la recherche des zéros d’un polyn̂ome P. Par exemple, soitP = X4 − X2 −
2 ; consid́eŕe comme polyn̂ome deQ[X] P n’a pas de źero, consid́eŕe comme
polynôme deR[X] il admet deux źeros{−

√
2,+
√

2} et enfin consid́eŕe comme
polynôme deC[X] il admet quatre źeros{−i,+i,−

√
2,+
√

2}.

THEOREM 4.7 SoientP ∈ K[X] un polyn̂ome non nul et n le degré de P, alors
P admet au plus n zéros dans K, comptés avec leur ordre de multiplicité (i.e. un
zéro d’ordreα sera compt́eα fois dans le d́enombrement des zéros dans K de P).

Démonstration : on raisonne par récurrence sur le degré du polyn̂ome P. Sid◦P =
0 ou d◦P = 1, le résultat est trivial. On suppose donc le résultat d́emontŕe
pour tout polyn̂ome de degŕe p et soit P un polyn̂ome de degŕep+ 1. Deux
cas se pŕesentent : soit P n’admet pas de zéros et le ŕesultat est d́emontŕe,
soit P admet au moins un zéro a. D’apr̀es le th́eor̀eme pŕećedent on peut
alorsécrireP = (X − a)Q, Q ∈ K[X] etd◦Q = p. On peut appliquer̀a Q
l’hypothèse de ŕecurrence. Q admet au plus p zéros dans K et par conséquent
P en admet au plusp+ 1�

On revient maintenant sur la factorisation dans K[X]. On suppose d’abord
K = C. On rappelle le ŕesultat fondamental de l’algèbre (th́eor̀eme de d’Alem-
bert) : tout polyn̂ome de degŕe n deC[X] admet n źeros compt́es avec leur ordre
de multiplicit́e. On peut alors pŕeciser le th́eor̀eme ? ? de la façon suivante :les
seuls polyn̂omes irŕeductibles deC[X] sont les polyn̂omes du premier degré. Par
conśequent, si P est un polynôme deC[X] de degŕe n, il existe n nombres com-
plexes, non ńecessairement distincts,x1, x2, ..., xn et un scalaireλ non nul tels
que :

P = λ(X − x1)(X − x2)...(X − xn),

soit en effectuant les regroupementséventuels

P = λ(X − x1)α1(X − x2)α2 ...(X − xp)αp

avecα1 + α2 + ...+ αp = n.
On suppose maintenant que les coefficients de P sont réels. Pour les besoins de

la cause, on continuèa consid́erer le polyn̂ome P comméelément deC[X]. Alors,
d’apr̀es les propríet́es de la conjugaison, on a :

∀a ∈ C, P̃ (a) = P̃ (ā).

Par conśequent, si a est un zéro complexe non réel du polyn̂ome P,̄a est́egalement
un źero complexe non réel de P. P est alors divisible par(X − a) et (X − ā) qui
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sont premiers entre eux, P est donc divisible par le produit(X−a)(X−ā) = X2−
2<(a)X+|a|2 ∈ R[X]. On peut alorśegalement pŕeciser le th́eor̀eme ? ? :les seuls
polyn̂omes irŕeductibles deR[X] sont les polyn̂omes de degré 1 et les polyn̂omes
de degŕe 2 sans źero réel, i.e. dont le discriminant est strictement négatif. Dès lors,
si P est un polyn̂ome deR[X] de dgŕe n, il existen + 1 réels non ńecessairement
distincts tels que :

P = λ(X − x1)...(X − xp)(X2 − 2a1X + b1)...(X2 − 2aqX + bq)

avec∀i ∈ [1, q], a2
i − bi < 0 etp+ 2q = n. On peut de m̂eme regrouper les termes

identiques.

4.1.5 D́erivation dans K[X]

THEOREM 4.8 Il existe une unique application linéaire D de K[X] dans K[X]
vérifiant :

1. D(X) = 1

2. ∀P,Q ∈ K[X],D(PQ) = D(P ).Q+ P.D(Q).

Démonstration : par hypothèse, D est lińeaire donc D est parfaitement détermińee
par la connaissance des transformés d’une base. Il suffit donc de connaı̂tre
la valeur deD(Xp) pour tout entier p. Pourp = 0, on aX = 1.X d’où
D(X) = D(1).X + 1.D(X), or D(X) = 1 et par suiteD(1) = 0. Pour
p = 1, on a par hypoth̀eseD(X) = 1 = 1.X0. On suppose ainsi que l’on a
D(Xp−1) = (p− 1)Xp−2, alors par hypoth̀ese :

D(Xp) = D(X.Xp−1)

= D(X).Xp−1 +XD(Xp−1)

= Xp−1 + (p− 1)Xp−1

= pXp−1.

Par conśequent, pour tout entier p on a prouvé par ŕecurrence queD(Xp) =
pXp−1, ce qui d́emontre l’existence et l’unicité de D�

On appelle cette applicationdérivation dans K et siP =
∑n

i=0 aiX
i alors

D(P ) =
∑n

i=1 iaiX
i−1.

Si K = R, la d́erivation est formellement identiqueà la d́erivation des fonc-

tions polyn̂omes, i.e.˜D(P ) = P̃ ′. On écrira donc P’ au lieu de D(P). De même,
onécrira P” au lieu de D(D(P)) et par récurrenceP (n) pour la d́erivée de la d́erivée
(n− 1)-ème du polyn̂ome P. Par convention,P (0) désignera le polyn̂ome P.

PROPOSITION 4.2 SoientPn = (X − a)n, a ∈ K et n un entier naturel, on a :
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1. ∀k < n, P̃ (k)
n (a) = 0

2. P̃ (n)
n (a) = n!

3. ∀k > n, P̃ (k)
n (a) = 0.

Démonstration : par récurrence sur le degré n et en calculant.

THEOREM 4.9 (Formule de Taylor)
SoientP ∈ K[X] tel qued◦P ≤ n et a ∈ K, la famille (1, X − a, (X −

a)2, ..., (X − a)n) est une base deKn[X]. P est donc combinaison linéaire des
éléments de cette famille et on a :

P = P̃ (a) +
P̃ ′(a)

1!
(X − a) +

P̃ ′′(a)

2!
(X − a)2 + ...+

P̃ (n)(a)

n!
(X − a)n.

Démonstration : on sait déjà que(1, X, ..., Xn) est une base deKn[X]. La fa-
mille donńee dans l’́enonće comporten + 1 polynômes, il suffit de v́erifier
qu’il s’agit d’une famille libre pour d́emontrer que c’est une base. Soit
λ0 + λ1(X − a) + ... + λn(X − a)n = 0 une combinaison lińeaire nulle
de cette famille, le seul terme enXn estλnXn d’où λn = 0. Le seul terme
enXn−1 est alorsλn−1X

n−1 d’où λn−1 = 0, etc... de proche en proche on
démontre ainsi que tous les coefficientsλ0, ..., λn sont nuls. Il existe donc
une famille unique d’́eléments de K telle que :

P = α0 + α1(X − a) + ...+ αn(X − a)n.

Il suffit alors d’appliquer la proposition préćedente pour obtenir :

∀i ∈ [0, n], P̃ (i)(a) = αii!,

d’où le ŕesultat en divisant par i !�

PROPOSITION 4.3 a ∈ K est un źero d’ordreα de P si et seulement si on a :

P̃ (a) = P̃ ′(a) = ... = P̃ (α−1)(a) = 0, P̃ (α)(a) 6= 0.

Démonstration :́evident d’apr̀es la forme m̂eme de la formule de Taylor.

4.2 Fractions rationnelles

Les seuls polyn̂omes inversibles sont les polynômes de degré 0. K[X] n’ est
donc pas un corps. On construit alors le corps des fractions de K[X] (par analogie
avec la construction deQ). Ce corps se note K(X) et s’appellecorps des fractions
rationnelles à coefficients dansK.

45



4.2.1 Structure

Une fraction rationnelle F est une classe de couples de polynômes (P, Q) avec
Q 6= 0. Si (P, Q) est un représentant quelconque de F, on convient d’écrire :

F =
P

Q
.

On a alors la relation d’équivalence suivante :

P

Q
=
P1

Q1

⇔ PQ1 = QP1.

Soit D le PGCD de P et Q, on peutécrireP = DP1 etQ = DQ1 et alorsP
Q

= P1

Q1

avecP1 etP2 premiers entre eux. On en déduit :

DEFINITION 4.9 Soit F une fraction rationnelle de K(X), tout représentant de F,
écrit P1

Q1
, tel queP1 etQ1 soient premiers entre eux s’appelleforme irréductiblede

F. Si de plusQ1 est normaliśe, cette repŕesentation est unique et s’appelle laforme
réduitede F.P1 etQ1s’appellent respectivementnumérateuretdénominateurde
F.

THEOREM 4.10 Soient F une fraction rationnelle non nulle de K(X) etP
Q

un
représentant quelconque de F, alorsd◦P − d◦Q est ind́ependant du représentant
choisi de F. On l’appelledegŕe de la fraction rationnelle F. C’est uńelément de
Z.

Démonstration : en effet, siF = P
Q

= P1

Q1
, on aPQ1 = P1Q et par conśequent

d◦P+d◦Q1 = d◦P1+d◦Q, d’où d◦P−d◦Q = d◦P1−d◦Q1 ; on conviendra,
comme pour les polyn̂omes, de poserd◦0 = −∞�

DEFINITION 4.10 Soit F une fraction rationnelle de K(X)́ecrite sous forme
irr éductible, on appellepôle de F tout źero de son d́enominateur. On dira de
même quea ∈ K est unpôle d’ordreα de F si a est un źero d’ordreα de son
dénominateur.

Attention, il est indispensable dans la définition pŕećedente de choisir un représentant
irréductible, sinon on risque, en introduisant des facteurs inopportuns, d’introduire
en m̂eme temps des ”faux pôles” parasites.

4.2.2 Fonctions rationnelles

DEFINITION 4.11 Soit F une fraction rationnelle de K(X)́ecrite sous forme
irr éductible P

Q
, on appelledomaine de d́efinition de F et on note Def(F) l’en-

semble deśeléments de K qui ne sont pas pôles de F. On appellefonction ration-
nelleassocíeeà F l’application F̃ de Def(F) dans K d́efinie par :

∀x ∈ Def(F ), F̃ (x) =
P̃ (x)

Q̃(x)
.
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Attention, la fraction rationnelleF = 1
X−1

de R(X) admet 1 pour p̂ole. La
fonction rationnelle associée n’est donc pas définie en 1. Mais il serait absurde
de dire que F n’est pas définie en 1. En effet, X est une indétermińee et non une
variable, l’́ecriture de F est formelle.

Si K est un corps contenant une infinité d’éléments (par exempleR ou C),
le domaine de d́efinition deF̃ contient ńecessairement une infinité d’éléments,
puisque le nombre de pôles est fini.

THEOREM 4.11 Soit K un corps infini, l’application quìa toute fraction ration-
nelle associe la fonction rationnelle correspondante est injective.

Démonstration : soient F et G deux fractions rationnelles de K(X) telles que
F̃ = G̃, alorsDef(F ) = Def(G) et la fraction rationnelleF − G est
définie au moins sur Def(F) (en effet, en réduisant au m̂eme d́enominateur
F − G, il peut se faire que des facteurs se simplifient et fassent disparaı̂tre
des p̂oles) ;F̃ − G̃ est donc la fonction nulle sur Def(F), or Def(F) est un
ensemble infini, le nuḿerateur deF − G admet donc une infinité de źeros,
il s’agit par conśequent du polyn̂ome nul, ce qui d́emontre queF −G = 0,
i.e.F = G�

4.2.3 D́ecomposition des fractions rationnelles

On aborde maintenant le paragraphe fondamental de cette section. Le but de
la manipulation est de transformer une fraction rationnelle quelconque en une
somme de fractions simples (on précisera ce qu’on entend par ”simple”). Cette
somme sera donc nécessairement compliqué ! Ayant en vue l’application de ce
probl̀emeà l’Analyse, on pourrait se limiter̀a l’étude deR(X). Mais le passage au
domaine complexe est souvent indispensable (tout au moins en théorie). On fera
ainsi d’abord l’́etude ǵeńerale relativement̀a un corps quelconque.

Cadre général

THEOREM 4.12 Soit F une fraction rationnelle quelconque de K(X),écrite sous
sa forme irŕeductible et normaliśee ; on supposéegalement son d́enominateur
écrit sous forme de produits de polynômes irŕeductibles, i.e. :

F =
P

Q
=

P

Qα1
1 ...Q

αp
p
.

Il existe une famille unique de polynômes(E,N11, ..., N1α1 , N21, ..., N2α2 , ..., Np1, ..., Npαp)
telle que :

F = E +

(
N11

Q1

+ ...+
N1α1

Qα1
1

)
+ ...+

(
Np1

Qp

+ ...+
Npαp

Q
αp
p

)
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avec∀i ∈ [1, p], ∀j ∈ [1, αi], d◦Nij < d◦Qi.

Ce th́eor̀eme n’est pas d’une grande simplicité d’écriture. On va le d́emontrer
en d́ecoupant les difficult́es en petits morceaux.

LEMMA 4.1 SoitF = P
Q

, il existe un unique polyn̂ome E tel queF = P
Q

=

E + R
Q

, avecd◦R < d◦Q.

Démonstration : on effectue la division euclidienne de P par Q, on obtientP =
QE + R, soit P

Q
= E + R

Q
, ce qui d́emontre l’existence de E ainsi que son

unicité�

LEMMA 4.2 SoitF = P
Q1Q2

avecd◦P < d◦Q1 + d◦Q2, Q1etQ2 premiers entre

eux ; il existe un couple unique de polynômesU1 etU2 tel queF = P
Q1Q2

= U1

Q1
+ U2

Q2

avecd◦U1 < d◦Q1 etd◦U2 < d◦Q2.

Démonstration :Q1 et Q2 étant deux polyn̂omes premiers entre eux, d’après
le théor̀eme de Bezout (admis) il existe deux polynômes U et V tels que
V Q1 + UQ2 = 1, i.e. P = (PV )Q1 + (PU)Q2. On effectue la division
euclidienne de PV parQ2 : PV = Q2q + U2 avecd◦U2 < d◦Q2. On a alors
P = U2Q1 + (qQ1 + PU)Q2 = U2Q1 + U1Q2. Commed◦U2 < d◦Q2,
on en d́eduit d◦U1 < d◦Q1, sinon on auraitd◦P ≥ d◦Q1 + d◦Q2, ce qui
contredirait l’́enonće. DeP = U2Q1 + U1Q2 on tire P

Q1Q2
= U1

Q1
+ U2

Q2
.

L’unicit é d’une telle d́ecomposition se v́erifie facilement, car siP = U2Q1 +
U1Q2 = V2Q1 + V1Q2, on en d́eduit(U2 − V2)Q1 = (V1 − U1)Q2. Comme
Q2 est premier avecQ1,Q2 diviseraitU2−V2 d’apr̀es le th́eor̀eme de Gauss
(admis), ce qui est absurde par comparaison des degrés siU2−V2 6= 0, idem
pourV1 − U1�

LEMMA 4.3 SoitF = P
Q1Q2...Qp

avecd◦P < d◦(Q1Q2...Qp), Q1, ...,Qp pre-
miers entre eux deux̀a deux ; il existe un unique p-uplet de polynômes(U1, ..., Up)
tel que :

F =
U1

Q1

+ ...+
Up
Qp

et∀i ∈ [1, p], d◦Ui < d◦Qi.

Démonstration : on raisonne par récurrence sur p. Le préćedent lemme assure
la véracit́e du ŕesultat pourp = 2. On suppose alors le résultat acquis pour
(p − 1) facteurs.Q1 étant premier avecQ2, ...,Qp est aussi premier avec
le produitQ2...Qp. Par application du lemme préćedent, il existe un couple
unique de polyn̂omesU1, V1 vérifiantd◦U1 < d◦Q et d◦V1 < d◦(Q2...Qp)
tel que :

F =
U1

Q1

+
V1

Q2...Qp

.
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On peut alors appliquer l’hypothèse de ŕecurrencèa la seconde fraction ra-
tionnelle, ce qui ach̀eve la preuve�

LEMMA 4.4 SoitF = P
Qα

, α ∈ N∗, avecd◦P < α.d◦Q ; il existe une unique
famille de polyn̂omes(P1, ..., Pα) telle que :

F =
P1

Q
+
P2

Q2
+ ...+

Pα
Qα

et∀i ∈ [1, α], d◦Pi < d◦Q.

Démonstration : on raisonne par récurrence sur le nombre entierα. Le résultat est
assez clair pourα = 1. On suppose donc le résultat acquis jusqu’à l’ordre
(α− 1). L’ écriture P

Qα
= P1

Q
+ ...+ Pα−1

Qα−1 + Pα
Qα

montre, apr̀es mutiplication
des deux membres parQα, quePα ne peutêtre que le reste de la division
euclidienne de P par Q. On effectue alors cette division :

P = Qq1 + Pα

avecd◦Pα < d◦Q. De plus, ded◦P < α.d◦Q on d́eduitd◦q1 < (α−1).d◦Q.
On peut donćecrire :

P

Qα
=

q1

Qα−1
+
Pα
Qα

avecd◦q1 < (α−1).d◦Q, ce qui permet d’appliquer l’hypothèse de ŕecurrence
et d’achever la preuve�

On peut maintenant donner la preuve du théor̀eme de d́ecomposition.

Démonstration : soitF = P
Q
α1
1 ...Q

αp
p

, commeQ1, ...,Qp sont premiers entre eux

deuxà deux, il en est de m̂eme deQα1
1 , ...,Qαp

p . Par application des lemmes
1 à 3 il existe donc une unique famille de polynômesE,U1, ..., Up avec∀i ∈
[1, p], d◦Ui < d◦Qαi

i , telle queF = E+ U1

Q
α1
1

+ ...+ Up

Q
αp
p

. Il suffit maintenant

d’appliquer le lemme 4̀a chaque termeUi
Q
αi
i

pour obtenir la d́ecomposition

annonćee�

La démonstration de ce théor̀eme d’existence et d’unicité ne fournit pas de
méthode tr̀es pratique pour la recherche effective de cette décomposition. On va
donc voir maintenant quelques recettes usuelles.

Décomposition dansC(X)

THEOREM 4.13 Soit F une fraction rationnelle deC(X) écrite sous forme irŕeductible
et normaliśee, on suppose son dénominateuŕecrit sous forme de produits de po-
lynômes irŕeductibles, i.e. :

F =
P

Q
=

P

(X − a1)α1 ...(X − ap)αp
.
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Il existe un unique polyn̂ome E et une unique famille de scalaires(λ11, ..., λ1α1 , ..., λp1, ..., λpαp)
tels que :

F = E+

(
λ11

X − a1

+ ...+
λ1α1

(X − a1)α1

)
+ ...+

(
λp1

X − ap
+ ...+

λpαp
(X − ap)αp

)
.

Démonstration : il s’agit simplement d’une réécriture du th́eor̀eme ǵeńeral, sa-
chant que les seuls polynômes irŕeductibles deC[X] sont les polyn̂omes
du premier degŕe et donc que les conditionsd◦Nij < d◦Qi signifient par
conśequent queNij est un polyn̂ome constant.

E s’appelle lapartie entière de F, λk1

X−ak
+ ... +

λkαk
(X−ak)αk

s’appelle lapartie
polaire relative au p̂oleak.

Ce th́eor̀eme affirme l’existence et l’unicité de la d́ecomposition d’une frac-
tion rationnelle surC en somme d’́eléments simples. La partie entière s’obtient,
d’apr̀es le lemme 1, par division euclidienne du numérateur par le d́enominateur.
On supposera dans la suite de cetteétude que cette opération áet́e effectúee et on
ne consid́erera plus que des fractions rationnelles de degré strictement ńegatif.

Puisque l’existence de la décomposition est acquise, on factorisera le dénominateur
de la fraction rationnelle et ońecrira la d́ecompositionà l’aide de coefficients
indétermińes qu’il s’agira de calculer le plus simplement et le plus rapidement
possible.

Méthode universelle On ŕeduit au m̂eme d́enominateur la d́ecomposition incon-
nue. En identifiant alors les numérateurs, on obtient un système lińeaire compor-
tant autant d’́equations que d’inconnues, qu’il suffit de résoudre. Cette ḿethode
n’est conseilĺee que dans des cas très simples ou de grande détresse.

Exemple : d́ecomposer dans C(X) la fraction rationnelleF (X) = 1
1−X2 .

On écrit :

1

1−X2
=

1

(1−X)(1 +X)
=

A

1−X
+

B

1 +X
=
A+B + (A−B)X

1−X2
,

d’où le syst̀eme :

A+B = 1

A−B = 0

i.e.A = B = 1
2
. On a donc :

1

1−X2
=

1

2

(
1

1−X
+

1

1 +X

)
.
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Partie polaire relative à un pôle simple On suppose quea ∈ C est un p̂ole
simple de la fraction rationnelle F, qui est donc de la forme suivante :

F (X) =
P (X)

(X − a)Q1(X)

avecQ̃1(a) 6= 0. D’après le th́eor̀eme pŕećedent, la partie polaire relative au pôle
a est de la formeA

X−a , A ∈ C, i.e. :

F (X) =
P (X)

(X − a)Q1(X)
=

A

X − a
+
P1(X)

Q1(X)
.

On multiplie l’égalit́e pŕećedente par(X − a) et on obtient :

(X − a)F (X) =
P (X)

Q1(X)
= A+ (X − a)

P1(X)

Q1(X)
,

donc a n’est plus un p̂ole de l’expression préćedente. On peut par conséquent
substituer àa X et on en tire :

A =
P̃ (a)

Q̃1(a)
.

On remarque par ailleurs que si on poseQ(X) = (X − a)Q1(X), on a :

Q′(X) = Q1(X) + (X − a)Q′1(X),

i.e. Q̃′(a) = Q̃1(a).

Exemple : d́ecomposer dansC(X) la fraction rationnelleF (X) = 1
X(X−1)(X−2)

.

On écrit :
1

X(X − 1)(X − 2)
=
A

X
+

B

X − 1
+

C

X − 2

et on applique trois fois la ḿethode pŕećedente.

On multiplie par X et on substituèa X la valeur 0 : on obtientA = 1
2
.

On multiplie par(X − 1) et on substituèa X la valeur 1 : on obtientB = −1.

On multiplie par(X − 2) et on substituèa X la valeur 2 : on obtientC = 1
2
.

On remarque que le calcul effectif des multiplications ne se fait jamais.
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Partie polaire relative à un pôle multiple On suppose quea ∈ C est un p̂ole
multiple de F, qui est donc de la forme suivante :

F (X) =
P (X)

(X − a)αQ1(X)

avecα > 1 et Q̃(a) 6= 0. D’après le th́eor̀eme pŕećedent, la d́ecomposition de F
s’écrit :

F (X) =
A1

X − a
+

A2

(X − a)2
+ ...+

Aα
(X − a)α

+
P1(X)

Q1(X)
.

La méthode pŕećedente est encore valable, mais uniquement pour le calcul deAα.
En effet :

(X−a)αF (X) =
P (X)

Q1(X)
= A1(X−a)α−1+...+Aα−1(X−a)+Aα+

(X − a)αP1(X)

Q1(X)
,

a est donc substituableà X et la substitution donne :

Aα =
P̃ (a)

Q̃1(a)
.

Par contre, après avoir multiplíe l’expression de F par(X − a)β avecβ < α,
a reste un p̂ole des deux membres et n’est donc pas substituable. A ce moment,
deux cas se présentent impliquant deux stratégies diff́erentes.

Si α est petit, par exempleα = 2 ou à la rigueurα = 3, il ne reste alors̀a
calculer qu’un coefficient (à la rigueur 2). On substitue dans ce cas une valeur
simple (ou des valeurs simples)à X qui permettent d’achever le calcul.

Exemple : d́ecomposer surC la fraction rationnelleF (X) = 1
(X−1)2(X−2)

.

On a :
1

(X − 1)2(X − 2)
=

A

X − 1
+

B

(X − 1)2
+

C

X − 2
.

On multiplie par(X − 2) et on substituèa X la valeur 2 : on obtientC = 1.

On multiplie par(X − 1)2 et on substituèa X la valeur 1 : on obtientB = −1.

Pour calculer A, il suffit maintenant de substituerà X une valeur simple (et sub-
stituable !), par exemple 0 :

F̃ (0) = −1

2
= −A+B − C

2
,

d’oùA = −1.
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Si α est grand, en pratiqueα ≥ 3 ou α ≥ 4, la méthode pŕećedente serait
alors trop lourde car elle conduiraità substituer un grand nombre de valeursà
X et à ŕesoudre le système obtenu. Heureusement, il existe une méthode directe
plusélégante permettant d’obtenir en une seule fois l’ensemble de la partie polaire
relativeà un p̂ole multiple. En effet, de l’́ecriture :

F (X) =
P (X)

(X − a)αQ1(X)
=

A1

X − a
+

A2

(X − a)2
+ ...+

Aα
(X − a)α

+
P1(X)

Q1(X)

on d́eduit :

P (X) = [Aα + Aα−1(X − a) + ...+ A1(X − a)α−1]Q1(X) + (X − a)αP1(X).

On effectue alors le ”changement d’indétermińee”Y = X−a, l’ écriture pŕećedente
devient :

P (Y + a) = (Aα + Aα−1Y + ...+ A1Y
α−1)Q1(Y + a) + Y αP1(Y + a).

La partie polaire relative au pôle a apparâıt alors être le quotient de la division
suivant les puissances croissantes deP (Y + a) parQ1(Y + a) à l’ordreα− 1, le
reste de cette division permettant d’ailleurs de déterminerP1.

Exemple : d́ecomposer dansC(X) la fraction rationnelleF (X) = 1
(X−1)3(X+1)2 .

L’application des techniques antérieures ne permet d’obtenir que deux des cinq
coefficients de la d́ecomposition. On effectue alors une division suivant les
puissances croissantes. On poseY = X−1,F (Y +1) = 1

Y 3(Y+2)2 , d’où 1 =

(Y + 2)2
(

1
4
− Y

4
+ 3

16
Y 2
)

+Y 3
(
−1

2
− 3

16
Y
)
, soit en revenant̀aF (Y + 1) :

1

Y 3(Y + 2)2
=

1
4

Y 3
−

1
4

Y 2
+

3
16

Y
+
−1

2
− 3

16
Y

(Y + 2)2

et en revenant enfiǹa X :

F (X) =
1

4(X − 1)3
− 1

4(X − 1)2
+

3

16(X − 1)
+
− 3

16
(X + 1)− 1

8

(X + 1)2

=
1

4(X − 1)3
− 1

4(X − 1)2
+

3

16(X − 1)
− 3

16(X + 1)
− 1

8(X + 1)2
.

On remarque que le fait d’avoir conservé le reste dans la seule division
effectúee permet d’obtenir du m̂eme coup la partie polaire correspondantà
l’autre p̂ole multiple.
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Quelques astuces On reprend les notations géńerales du th́eor̀eme pŕećedent
et on effectue une courte incursion dans le domaine de l’Analyse. La fraction
rationnelle F(X)étant suppośee de degŕe strictement ńegatif, l’expression x̃F(x) a
une limite finie lorsque le module de x tend vers l’infini. Or :

XF (X) =
A11X

X − a1

+ ...+
A1α1X

(X − a1)α1
+ ...+

A11X

X − a1

+ ...+
ApαpX

(X − ap)αp
,

d’où par substitution de x̀a X dans le second membre, on trouve :

lim
|x|→+∞

xF̃ (x) = A11 + A21 + ...+ Ap1.

Les coefficientsA11,A21, ...,Ap1 s’appellent les ŕesidus de F. La relation préćedente
est par conśequent tr̀es int́eressante, car très facileà obtenir, en particulier si on
connâıt tous les ŕesidus sauf un.

Si la fraction rationnelle est paire (ou impaire), l’unicité de la d́ecomposition
enéléments simples fait que cette symétrie doit apparâıtre dans cette d́ecomposition,
ce qui ŕeduit pratiquement de moitié le nombre de coefficientsà calculer.

Exemple : d́ecomposer dansC(X) la fraction rationnelleF (X) = X2+1
X(X−1)2(X+1)2 .

On écrit :

F (X) =
A

X
+

B

X − 1
+

C

(X − 1)2
+

D

X + 1
+

E

(X + 1)2
,

mais F(X) est une fraction rationnelle impaire. De la relationF (−X) =
−F (X) on obtientB = D etC = −E, il suffit par conśequent de calculer
A, B, C à l’aide des ḿethodes pŕećedentes :

F (X) =
1

X
− 1

2(X − 1)
+

1

2(X − 1)2
− 1

2(X + 1)
− 1

2(X + 1)2
.

Décomposition dansR(X)

Dans le cas òu K = R, le probl̀eme se complique (a priori) un petit peu, car
deux types de polyn̂omes ŕeels irŕeductibles existent,̀a savoir les polyn̂omes du
premier degŕe et les polyn̂omes du deuxième degŕe à discriminant ńegatif, qui
correspondent̀a des couples de zéros complexes non réels conjugúes.

THEOREM 4.14 SoientF = P
Q

une fraction rationnelle irŕeductible deR(X) et

Q(X) = (X − a1)α1 ...(X − am)αm(X2 + p1X + q1)β1 ...(X2 + pnX + qn)βn
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l’ écriture de Q en produit de polynômes irŕeductibles ; il existe un unique po-
lynôme E deR[X] et des familles uniques de réels(Aij), i ∈ [1,m] et j ∈ [1, αi],
(Bkl) et (Ckl), k ∈ [1, n] et l ∈ [1, βk], tels que :

P (X)

Q(X)
= E(X) +

m∑
i=1

(
αi∑
j=1

Aij
(X − ai)j

)
+

n∑
k=1

(
βk∑
l=1

BklX + Ckl
(X2 + pkX + qk)l

)
.

Démonstration : il s’agit simplement d’une réécriture du th́eor̀eme ǵeńeral.

Leséléments de la première sommation s’appellentéléments simples de premìere
esp̀eceet ceux de la secondeéléments simples de deuxième esp̀ece.

Ce qui aét́e dit pour les complexes reste encore valable, en particulier la
partie entìere s’obtient encore par division euclidienne. Onécrira de m̂eme la
décompositioǹa l’aide de coefficients ind́etermińes qu’il faudra calculer.

Méthode universelle

Exemple : d́ecomposer dansR(X) la fraction rationnelleF (X) = 1
(X+1)(X2+1)

.

On écrit :

F (X) =
A

X + 1
+
BX + C

X2 + 1
=

(A+B)X2 + (B + C)X + A+ C

(X + 1)(X2 + 1)
,

on obtient par identification :

A+B = 0

B + C = 0

A+ C = 1

d’oùA = 1
2
,B = −1

2
, C = 1

2
ce qui donne :

1

(X + 1)(X2 + 1)
=

1

2(X + 1)
+
−X + 1

2(X2 + 1)
.

Cette ḿethode devient très vite inextricable.

Eléments simples de premìere esp̀ece Tout ce qui áet́e dit dans le cadre com-
plexe s’applique aussi bien dans le cas de pôles simples que dans le cas de pôles
multiples.
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Eléments simples de deuxième esp̀ece Là ŕeside la nouveauté. Il existe alors
deux façons de procéder.

On consid̀ereR(X) comme plonǵe dansC(X) et on effectue la d́ecomposition
de la fraction rationnelle dansC(X). Comme le d́enominateur est̀a coeficients
réels, les źeros complexes non réels sont deux̀a deux conjugúes. Il suffit alors de
regrouper les termes deuxà deux pour retrouver la décomposition dansR(X).

Exemple : d́ecomposer dansR(X) la fraction rationnelleF (X) = 1
(X2+1)(X2+X+1)

.

On écrit :
1

(X2 + 1)(X2 +X + 1)
=

1

(X − i)(X + i)(X − j)(X − j2)
=

A

X − i
+

B

X + i
+

C

X − j
+

D

X − j2
.

On multiplie par(X − i) et on substituèa X la valeur i : on obtientA = −1
2
.

On multiplie par(X − j) et on substituèa X la valeur j : on obtientC = 1
2+j

=
1−j

3
.

On trouve sans faire de calculs supplémentaires, mais en utilisant les propriét́es
de la conjugaison,B = −1

2
etD = 2+j

3
, d’où :

1

(X2 + 1)(X2 +X + 1)
=

( −1
2

X − i
+
−1

2

X + i

)
+

(
1−j

3

X − j
+

2+j
3

X − j2

)
et finalement :

F (X) =
−X

X2 + 1
+

X + 1

X2 +X + 1
.

On peut aussíecrire directement la d́ecomposition de F dansR(X) à l’aide de
coefficients ind́etermińes et on substituèa X des valeurs complexes de la variable
assocíee.

Exemple : d́ecomposer dansR(X) la fraction rationnelleF (X) = X+2
(X+1)(X2+1)

.

On écrit :
X + 2

(X + 1)(X2 + 1)
=

A

X + 1
+
BX + C

X2 + 1
.

On multiplie par(X + 1) et on substituèa X la valeur -1 : on obtientA = 1
2
.

On multiplie par(X2 + 1) et on substituèa X la valeur i qui est un źero du
polynômeX2 + 1. La méthode s’applique encore et on obtient :

Bi+ C =
i+ 2

i+ 1
=

3− i
2

,

or B et C sont ŕeels doncB = −1
2

etC = 3
2
, d’où finalement :

F (X) =
1

2(X + 1)
+
−X + 3

2(X2 + 1)
.
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Chapitre 5

Espaces vectoriels

Dans ce chapitre et dans les suivants, K désignera un corps commutatif quel-
conque. En pratique, on prendra le plus souventK = R ouK = C.

5.1 Structure

DEFINITION 5.1 On appelleespace vectoriel surK, ou encore K-espace vec-
toriel, tout ensemble E muni de deux lois :

1. une loi interne appelée addition, not́ee + telle que (E, +) soit un groupe
abélien

2. une loi externe, de domaine K, quià tout couple (λ, x) appartenant̀a K×E
fait correspondre uńelément de E noté λ.x, cette loi v́erifiant les quatre
propriét́es suivantes :

(a) ∀x ∈ E, 1.x = x

(b) ∀λ ∈ K, ∀x, y ∈ E, λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y

(c) ∀λ, µ ∈ K, ∀x ∈ E, (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x

(d) ∀λ, µ ∈ K, ∀x ∈ E, (λµ).x = λ.(µ.x).

Un espace vectoriel n’est pas un ensemble : c’est un ensemble muni de deux
lois vérifiant certaines propriét́es. Autrement dit, un espace vectoriel sur K est
un triplet (E, +, .), ce qui explique que, sur un même ensemble, il peut y avoir
des structures d’espace vectoriel toutà fait différentes...Pour autant, on emploiera
l’abus de langage courant : ”soit E un espace vectoriel”.

Leséléments de E sont appelésvecteurstandis que leśeléments de K sont ap-
peĺesscalaires. Il est une convention assez universellement répandue qui consiste
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à noter les vecteurs̀a l’aide de lettres minuscules de l’alphabet latin, et les sca-
lairesà l’aide de lettres minuscules de l’alphabet grec. On manquera quelquefois
à cette r̀egle.

LorsqueK = R, on dira aussiespace vectoriel ŕeel, et lorsqueK = C, on
dira aussiespace vectoriel complexe.

Exemples :

1. Les ensembles des vecteurs de la droite, du plan et de l’espace de la
géoḿetrie élémentaire munis des opérations classiques :(−→v1 ,−→v2) 7→
−→v1 + −→v2 et (α,−→v ) 7→ α.−→v sont des espaces vectoriels réels. C’est
d’ailleurs l̀a l’origine de la locution ”espace vectoriel”.

2. Soientn ∈ N∗ etKn le produit cart́esienK× ...×K, on munitKn de
deux lois : une addition, dite composanteà composante, définie par :

(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn) = (x1 + y1, ..., xn + yn)

qui fait deKn un groupe ab́elien d’́elément neutre(0, ..., 0), et une
opération externe de domaine K, définie par :

λ.(x1, ..., xn) = (λ.x1, ..., λ.xn).

On vérifie aiśement queKn devient ainsi un K-espace vectoriel. En
particulier, pourn = 1, K est muni d’une structure d’espace vectoriel
sur lui-même. On parle donc de l’espace vectorielRn et de l’espace
vectorielCn.

3. Si E et F sont deux K-espaces vectoriels (ils ont donc le même corps
de base), on peut munir E×F d’une structure naturelle de K-espace
vectoriel, en d́efinissant ainsi les opérations :

∀(x, y), (x′, y′) ∈ E × F, (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)

∀(x, y) ∈ E, ∀λ ∈ K,λ.(x, y) = (λ.x, λ.y).

L’ensemble E×F muni de ces deux lois s’appelle l’espace vectoriel
produit de E par F. Le lecteur pourra géńeraliser lui-m̂eme au cas de
n espaces vectorielsE1, ...,En sur le m̂eme corps K, et ainsi obtenir
l’espace vectorielE1 × ...×En, voir les rapports entre cet exemple et
l’exemple pŕećedent.

4. L’ensemble K[X] des polyn̂omesà coefficients dans K muni des lois
classiques(P,Q) 7→ P+Q et(λ, P ) 7→ λ.P est un K-espace vectoriel.
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5. Soient D un ensemble quelconque etA(D, K) l’ensemble des applica-
tions de D dans K, on munitA(D, K) des lois suivantes :

∀f, g ∈ A(D,K), f + g : x 7→ f(x) + g(x)

∀f ∈ A(D,K),∀λ ∈ K,λ.f : x 7→ λ.f(x).

Le lecteur pourra v́erifier que ces deux lois sont bien internes surA(D,
K) et que muni de ces deux loisA(D, K) est un K-espace vectoriel,
appeĺe espace des applications de D dans K. L’élément neutre pour
l’addition est l’applicationf0 : D → K définie par∀x ∈ D, f0(x) =
0. On dit quef0 est l’application nulle etf0 sera d́esormais not́ee 0, ce
qui ne pr̂ete pas̀a confusion. L’oppośee d’une application f est alors
l’application de D dans K notée -f d́efinie par∀x ∈ D, (−f)(x) =
−f(x). On peut noter les cas particuliers suivants :

(a) D = N , K = R, A(N, R) est l’espace vectoriel réel des suites
réelles

(b) D = N , K = C, A(N, C) est l’espace vectoriel complexe des
suites complexes

(c) D ⊂ R,K = R, A(D, R) est l’espace vectoriel réel des fonctions
numériques, de variable réelle, d́efinies sur le domaine D.

6. On peut ǵeńeraliser l’exemple pŕećedent de la manière importante sui-
vante. Si D est un ensemble quelconque et si E est un K-espace vecto-
riel, A(D, E) peut̂etre muni naturellement d’une structure de K-espace
vectoriel.

7. Il se trouve que si E est un espace vectoriel sur un corps commutatif K
et si k est un sous-corps de K, la restriction de l’opération externe de
K×E à k×E munit E d’une structure d’espace vectoriel sur le corps
k. Le lecteur pourra en effet vérifier que toutes les propriét́es sont
conserv́ees. Autrement dit, tout espace vectoriel sur un corps K est
aussi un espace vectoriel sur tout sous-corps k de K. AinsiC, qui est
unC-espace vectoriel, est aussi unR-espace vectoriel et unQ-espace
vectoriel. Mais ces trois structures doiventêtre tr̀es soigneusement dis-
tinguées, le lecteur pourra se rendre compte par la suite que le corps de
base a une importance fondamentale dans la structure d’espace vecto-
riel.

La proposition suivante montre qu’il n’y a absolument aucune surprise et que
l’on calcule en fait comme dans toute structure algébrique classique.

PROPOSITION 5.1 1. ∀(x, y) ∈ E, ∀λ ∈ K, λ(x− y) = λx− λy
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2. ∀λ ∈ K, λ0 = 0

3. ∀y ∈ E, ∀λ ∈ K, λ(−y) = −λy
4. ∀x ∈ E, ∀(λ, µ) ∈ K, (λ− µ)x = λx− µx
5. ∀x ∈ E, ∀µ ∈ K, (−µ)x = −µx
6. ∀x ∈ E, 0x = 0

7. ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K, (λx = 0)⇔ (λ = 0 oux = 0).

Démonstration : le lecteur est invitéà examiner les axiomes utilisés pour d́emontrer
cette proposition

1. en effet,λ(x− y) + λy = λ((x− y) + y) = λx

2. on faitx = y dans 1.

3. on faitx = 0 dans 1.

4. en effet,(λ− µ)x+ µx = ((λ− µ) + µ)x = λx

5. on faitλ = 0 dans 4.

6. on faitλ = µ dans 4.

7. on supposeλx = 0 : si λ = 0 c’est bon, sinonλ est inversible dans le
corps K et on a par multiplicationλ−1(λx) = λ−10 = 0 d’où 1x = 0
et doncx = 0 ; la réciproque est triviale, il s’agit de 2. et 6.�

DEFINITION 5.2 Soit (x1, ..., xn) un n-uplet de vecteurs d’un K-espace vecto-
riel E, un vecteurx ∈ E est ditcombinaison lińeaire des vecteursx1, ..., xn si
l’on peut trouver un n-uplet(λ1, ..., λn) de scalaires tel que :

x = λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn.

Le lecteur notera d̀es maintenant qu’il n’a paśet́e dit que les vecteursx1, ...,
xn sont deux̀a deux distincts, i.e. on admet volontiers les réṕetitions. On admet
de plus que certains des scalairesλ1, ..., λn (ou même tous) puissent prendre la
valeur 0. En particulier,∀i ∈ [1, n], xi est combinaison lińeaire de(x1, ..., xn) car
xi = 0x1 + ...+ 0xi−1 + 1xi + 0xi+1 + ...+ 0xn.

Exercice : dansR3 on consid̀ere les deux vecteursA = (1,−1, 1) et B =
(−1, 3, 1)

1. rechercher si l’un des vecteurs suivants,C = (1, 2, 3), D = (1, 0, 2),
E = (0, 1, 1) est combinaison lińeaire des vecteurs A et B

2. soitX = (x, y, z) unélément quelconque deR3, quelle relation doit-il
exister entre x, y, z pour que X soit une combinaison linéaire de A et
B ? (ŕeponse :2x+ y − z = 0).
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5.2 Sous-espaces vectoriels

DEFINITION 5.3 Soient E un K-espace vectoriel et F une partie de E, on dit
que F est unsous-espace vectorielde E si la restriction de l’additioǹa F×F et
la restriction de l’oṕeration externèa K×F induisent sur F une structure de K-
espace vectoriel.

La définition même d’un sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel E
contient le fait que F soit une partie stable de E pour les deux lois. Le lecteur
n’ignore pas que l’on ne peut parler de loi induite que sur une partie stable pour
cette loi.

L’utilisation de cette d́efinition demande dix d́emonstrations pour vérifier qu’une
partie F de E est un sous-espace vectoriel de E. Heureusement, le théor̀eme sui-
vant, qu’il faudra utiliser systématiquement, simplifie considérablement les choses.

THEOREM 5.1 Soit F une partie d’un K-espace vectoriel E, les propositions
suivantes sont́equivalentes :

1. F est un sous-espace vectoriel de E

2. (F, +) est un sous-groupe du groupe additif (E,+)
F est stable pour l’oṕeration externe, i.e. :

∀λ ∈ K,∀x ∈ F, λx ∈ F

3. F 6= �
F est stable pour l’addition, i.e. :

∀x, y ∈ F, x+ y ∈ F

F est stable pour l’oṕeration externe

4. F 6= �
F est stable par combinaison linéaire de tout couple de vecteurs de F, i.e. :

∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ F, λx+ µy ∈ F.

Démonstration : il est clair que1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 4., pour montrer l’́equivalence
des quatre propositions il suffit donc de montrer que4. ⇒ 1.. On doit en
premier lieu v́erifier la stabilit́e pour les deux lois : soient donc x et y deux
éléments de F, en prenantλ = 1 etµ = −1 dans 4. on trouve(x−y) ∈ F . (F,
+) est donc un sous-groupe abélien de (E, +). Par ailleurs, soitλ un scalaire
et x unélément de F, en prenantµ = 0 dans 4. on trouveλx ∈ F . F est
donc stable pour l’oṕeration externe. Comme les quatre propriét́es de la loi
externeénonćees dans la d́efinition ? ? sont vraies dans E, elles le restent a
fortiori dans F, car F est inclus dans E�
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Le critère 4. des sous-espaces montre qu’un sous-espace vectoriel F est stable
par combinaison lińeaire d’un couple de vecteurs de F. Plus géńeralement, on peut
vérifier par ŕecurrence surn ∈ N∗ que F est stable par combinaison linéaire de
n-uplets de vecteurs de F.

Il arrivera souvent d’avoir̀a montrer qu’un ensemble F muni de deux opérations,
une interne et l’autre externe de domaine un corps commutatif K, est un K-espace
vectoriel. Une excellente ruse consistera d’une partà plonger F dans un ensemble
plus grand E, ŕeput́e être un K-espace vectoriel, et d’autre partà montrer que F est
un sous-espace vectoriel de E. Il faudra donc connaı̂tre des K-espaces vectoriels
classiques (cf exemples de la section préćedente).

Exemples :

1. soit E un K-espace vectoriel, les parties{0} et E sont des sous-espaces
vectoriels de E appelés sous-espaces triviaux

2. soitn ∈ N ,Kn[X], ensemble des polynômesà coefficients dans K de
degŕe inférieur ouégalà n, est un sous-espace vectoriel de K[X]

3. l’analyse fournit de nombreux exemples de sous-espaces vectoriels de
A(I, R), où I est un intervalle deR ; entre autres :

(a) l’ensembleC(I, R) des applications continues sur I

(b) l’ensembleD(I, R) des applications d́erivables sur I

(c) pour tout entiern ≥ 1, l’ensembleDn(I, R) des applications n
fois dérivables sur I

(d) pour tout entiern ∈ N , l’ensembleCn(I, R) des applications de
classe Cn sur I

(e) si de plus I est un segment [a, b], le lecteur connaı̂t sûrement l’en-
sembleE[a,b] des fonctions en escalier sur [a, b] et l’ensembleI[a,b]

des fonctions int́egrables au sens de Riemann sur [a, b].

Contre-exemples : il y áevidemment des parties de K-espaces vectoriels qui ne
sont pas des sous-espaces vectoriels, on note en particulier :

1. l’ensemble des polyn̂omes de degré exactement n n’est pas un sous-
espace vectoriel de K[X]

2. l’ensemble des fonctions positives ou nulles (resp. négatives ou nulles)
définies sur une partie D deR n’est pas un sous-espace vectoriel de
A(D, R)

3. l’ensemble des fonctions croissantes (resp. décroissantes) (resp. mo-
notones) d́efinies sur une partie D deR n’est pas un sous-espace vec-
toriel deA(D, R).
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Il est fortement conseillé au lecteur de passer quelques minutesà vérifier les
assertionśenonćees dans ces exemples ou contre-exemples.

Exercices :

1. Montrer que l’ensemble des triplets (x, y, z) de nombres réels v́erifiant√
2x− y

2
+(log π)z = 0 est unR-espace vectoriel. Est-ce unQ-espace

vectoriel ?

2. Soit P (resp. I) l’ensemble des fonctions numériques paires (resp. im-
paires) d́efinies surR, montrer que P et I sont des sous-espaces vecto-
riels deA(R, R).

5.3 Applications linéaires

Le lecteur aura ŝurement remarqúe que toute structure a ses morphismes. Les
morphismes sont ici des applications qui respectent la structure de K-espace vec-
toriel. Il est donc tout̀a fait normal de poser la définition suivante, qui ne contient
en fait qu’une pŕecision de vocabulaire.

DEFINITION 5.4 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, on appelle morphisme,
ou encoreapplication K-lin éaire de E dans F, toute applicationf : E → F
vérifiant les deux conditions suivantes :

∀x, y ∈ E, f(x+ y) = f(x) + f(y)

∀x ∈ E, ∀λ ∈ K, f(λ.x) = λ.f(x).

SiF = K, une application lińeaire de E dans K prend le nom deforme linéaire.

Les terminologies en vigueur fonctionnent encore dans le cadre des K-espaces
vectoriels :

1. siE = F , on dit que f est un endomorphisme de E

2. si E et F sont quelconques et f bijective, on dit que f est un isomorphisme
de K-espaces vectoriels

3. siE = F et f bijective, on dit que f est un automorphisme de E

4. en outre, s’il existe un isomorphisme entre deux K-espaces vectoriels E et
F, on dit que E et F sont isomorphes.

On introduit alors les notations suivantes :

1. l’ensemble des applications K-linéaires de E dans F est notéLK(E, F), ou
encoreL(E, F) si aucune confusion n’està craindre

2. l’ensemble des isomorphismes de E sur F est noté Iso(E, F)
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3. l’ensemble des endomorphismes de E est notéLK(E), ou encoreL(E)

4. l’ensemble des automorphismes de E est noté GLK(E), ou encore GL(E),
et s’appelle legroupe linéaire ǵenéral du K-espace vectoriel E (on verra
plus tard l’explication de cette dénomination, c’est bien un groupe pour la
composition des applications).

La proposition suivante peutêtre un crit̀ere rapide pour montrer qu’une appli-
cation est une application linéaire.

PROPOSITION 5.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application
de E dans F, les propositions suivantes sontéquivalentes :

1. f est une application K-lińeaire

2. ∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ E, f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).

Démonstration : on laisse le soin au lecteur de poserλ = µ = 1 ouµ = 0.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, l’application0 : E → F définie par
∀x ∈ E, 0(x) = 0 est K-linéaire. On l’appelle l’application nulle de E dans F.

Si f : E → F est une application K-lińeaire, la premìere condition de la
définition ? ? montre que f est déjà un morphisme de groupes additifs. Dès lors, f
poss̀ede toutes les propriét́es d’un morphisme de groupes, en particulier :f(0) = 0
et ∀x ∈ E, f(−x) = −f(x). Cette dernìere propríet́e est aussi une conséquence
de la deuxìeme condition de la d́efinition ? ? en prenantλ = −1.

Exercices :

1. Soit E un K-espace vectoriel, on rappelle que l’homothétie de rapport
α ∈ K de E est l’application :

hα :
E → E
x 7→ α.x

.

Montrer quehα ∈ L(E). Pour quelles valeurs deα a-t-on hα ∈
GL(E) ?

2. Montrer que l’applicationD : K[X] → K[X] définie par∀P ∈
K[X], D(P ) = P ′ (polynôme d́erivé) est une application K-lińeaire.
Est-elle injective ?surjective ?

3. Montrer que l’applicationI : I[a,b] → R définie par∀f ∈ I[a,b],

I(f) =
∫ b
a
f(t)dt est une forme lińeaire surI[a,b].

PROPOSITION 5.3 Soit E un K-espace vectoriel, l’application identique IdE de
E est K-lińeaire. Autrement dit, IdE est un endomorphisme de E. C’est même un
automorphisme de E.
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Démonstration : il suffit de remarquer que IdE est l’homoth́etie de rapport 1 (cf
exercice)

PROPOSITION 5.4 Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f une application
linéaire de E dans F, i.e.f ∈ L(E,F ), et g une application lińeaire de F dans G,
i.e.g ∈ L(F,G) :

E
f→ F

g→ G;

alors l’application compośeeg◦f de E dans G est encore une application linéaire,
i.e. :

(f ∈ L(E,F ) etg ∈ L(F,G))⇒ g ◦ f ∈ L(E,G).

Démonstration : on emploie le critère de la proposition ? ? :

∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ E, g ◦ f(λx+ µy)

= g(f(λx+ µy))
= g(λf(x) + µf(y))
= λg(f(x)) + µg(f(y))
= λg ◦ f(x) + µg ◦ f(y)

�

PROPOSITION 5.5 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f un isomor-
phisme de E sur F, l’application f−1 de F sur E est encore une application linéaire.
Autrement dit, f−1 est un isomorphisme de F sur E.

Démonstration : on pose∀λ, µ ∈ K, ∀u, v ∈ F , x = f−1(u) et y = f−1(v), ce
qui a bien un sens puisque f est bijective, ce qui s’écrit encoreu = f(x) et
v = f(y) ; on a alors :

f−1(λu+ µv)

= f−1(λf(x) + µf(y))
= f−1(f(λx+ µy))
= λx+ µy
= λf−1(u) + µf−1(v)

�

On remarque que si E et F sont deux K-espaces vectoriels, l’ensembleL(E,
F) des applications K-lińeaires de E dans F est une partie de l’ensembleA(E, F)
de toutes les applications de E dans F. Or F est un K-espace vectoriel,A(E, F)
est donc muni, de façon naturelle, d’une structure de K-espace vectoriel. Tous les
espoirs sont donc permis.

THEOREM 5.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, alors l’ensembleL(E,
F) est un sous-espace vectoriel deA(E, F). Autrement dit,L(E, F) et donc aussi
L(E) sont des K-espaces vectoriels.

Démonstration : on emploie le troisième crit̀ere des sous-espaces vectoriels du
théor̀eme ? ?.
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1. L(E,F ) 6= � car l’application nulle est lińeaire

2. L(E, F) est stable pour l’addition. On prend deuxéléments f et g dans
L(E, F), on doit v́erifier quef + g est lińeaire :

∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ E, (f + g)(λx+ µy)

= f(λx+ µy) + g(λx+ µy)
= λf(x) + µf(y) + λg(x) + µg(y)
= λf(x) + λg(x) + µf(y) + µg(y)
= λ(f + g)(x) + µ(f + g)(y)

3. L(E, F) est stable pour l’oṕeration externe. On prend un scalaireα et
un élément f dansL(E, F), on doit v́erifier queα.f est lińeaire :

∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ E, (α.f)(λx+ µy)

= α.f(λx+ µy)
= α.(λf(x) + µf(y))
= αλf(x) + αµf(y)
= λ(α.f)(x) + µ(α.f)(y)

.

On remarquera l’importance de la commutativité du corps K dans la
dernìereégalit́e�

On peut en outre munirL(E) d’une structure plus complète.

THEOREM 5.3 Soit E un K-espace vectoriel, (L(E), +, ◦, .) est une K-alg̀ebre.

Démonstration : admis.

On vient de d́ecrire les liens alǵebriques des applications linéaires entre elles.
On passe maintenantà une description de l’application linéaire en s’int́eressant̀a
deux organes principaux : le noyau et l’image d’une telle application.

THEOREM 5.4 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application K-
linéaire de E dans F, alors :

1. l’image directe de tout sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vec-
toriel de F ; en particulier
Im(f) = f(E) est un sous-espace vectoriel de F appelé imagede f

2. l’image ŕeciproque de tout sous-espace vectoriel de F est un sous-espace
vectoriel de E ; en particulierKer(f) = f−1({0}) est un sous-espace vec-
toriel de E appeĺenoyaude f

3. de plus, f est injective si et seulement siKer(f) = {0}.

Démonstration :
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1. soit E’ un sous-espace vectoriel de E, on considère l’ensemble f(E’).
Comme E’ contient 0, f(E’) contientf(0) = 0, donc f(E’) n’est pas
vide. D’autre part,∀u ∈ F (E ′), ∃x ∈ E ′, f(x) = u et ∀v ∈ f(E ′),
∃y ∈ E ′, f(y) = v, donc∀u, v ∈ f(E ′), ∀λ, µ ∈ K, λu + µv =
λf(x) + µf(y) = f(λx + µy) car f est lińeaire, mais E’́etant un
sous-espace vectoriel de E est stable par combinaison linéaire, donc
λu+ µv ∈ f(E ′)

2. soit F’ un sous-espace vectoriel de F, on considère l’ensemble f−1(F’).
Commef(0) = 0 ∈ F ′, f−1(F ′) contient 0, donc f−1(F’) n’est pas
vide. D’autre part,∀x ∈ f−1(F ′), f(x) ∈ F ′ et∀y ∈ f−1(F ′), f(y) ∈
F ′, donc∀x, y ∈ f−1(F ′), ∀λ, µ ∈ K, f(λx+µy) = λf(x)+µf(y) ∈
F ′, puisque F’ est stable par combinaison linéaire, doncf(λx+µy) ∈
F ′, i.e. par d́efinition λx + µy ∈ f−1(F ′). {0} étant trivialement un
sous-espace vectoriel de F, la seconde partie en résulte

3. enfin, si f est injective, comme on a toujoursf(0) = 0, on en d́eduit :

(f(x) = 0)⇒ (f(x) = f(0))⇒ (x = 0)

doncKer(f) = {0}. Réciproquement, siKer(f) = {0}, on a puisque
f est linéaire :

∀x, y ∈ E, (f(x) = f(y))⇒ (f(x−y) = 0)⇒ (x−y = 0)⇒ (x = y)

donc f est injective�

Exercice : Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E

1. Montrer l’équivalence suivante :

Im(f) ⊂ Ker(f)⇔ f 2 = 0,

où f 2 = f ◦ f .

2. Montrer que si l’une de ces conditionséquivalentes est réaliśee, alors
IdE + f est un automorphisme de E. On pourra calculer(IdE + f) ◦
(IdE − f).

3. Montrer plus ǵeńeralement que s’il existe un entiern ∈ N∗ tel que
fn = 0 (on dit que f est nilpotent), alorsIdE+f est un automorphisme
de E.

5.4 Somme de sous-espaces vectoriels

Le lecteur est invit́e à constater de lui-m̂eme que la ŕeunion de deux sous-
espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel n’est pas en géńeral un sous-espace
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vectoriel. Pour reḿedier à cet inconv́enient, on va remplacer l’union des sous-
espaces vectoriels par une opération plus convenable qui est la somme des sous-
espaces vectoriels.

DEFINITION 5.5 On appellesommedes sous-espaces vectorielsE1, ...,En la
partie, not́eeE1 + ...+ En ou mieux

∑n
i=1 Ei, formée deśeléments de E qui sont

de la formex1 + ...+ xn où x1 ∈ E1, ...,xn ∈ En. Autrement dit :

x ∈
n∑
i=1

Ei ⇔ (∃x1 ∈ E1)...(∃xn ∈ En), x = x1 + ...+ xn.

On dira que x se d́ecompose sur les sous-espacesE1, ...,En. Le lecteur peut
constater qu’il n’est pas dit que les vecteursx1, ...,xn sont uniques (̀a suivre).

Exercices :

1. Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E,
montrer queF+F = F , et plus ǵeńeralement queF+F+...+F = F .

2. Soient E un K-espace vectoriel etE1, ...,En n sous-espaces vectoriels
quelconques de E (n ∈ N∗), on consid̀ere l’application :

Φ :
E1 × E2 × ...× En → E
(x1, x2, ..., xn) 7→ x1 + x2 + ...+ xn

.

On supposeE1×E2× ...×En muni de sa structure d’espace vectoriel
produit.

(a) Montrer queΦ est lińeaire.

(b) Décrire KerΦ et ImΦ.

THEOREM 5.5 La sommeE1 + ... + En de n sous-espaces vectoriels d’un K-
espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E. C’est en outre le plus petit
sous-espace vectoriel de E (au sens de l’inclusion) contenant les sous-espaces
vectorielsE1, ...,En.

Démonstration : en effet, on suppose que le lecteur a résolu l’exercice pŕećedent.
AlorsE1 + ...+ En = Φ(E1 × E2 × ...× En) =
ImΦ est un sous-espace vectoriel de l’espace d’arrivée, etE1 + ... + En
contient bien entendu chaque sous-espace vectorielEi carxi = 0 + ... +
xi + ...+ 0, doncEi ⊂ E1 + ...+En. Mais de plus, si F est un sous-espace
vectoriel de E contenant lesEi, alors :

∀i ∈ [1, n], xi ∈ Ei ⇒ xi ∈ F

doncx1 + ... + xn ∈ F puisque F est un sous-espace vectoriel de E, d’où
F ⊃ E1 + ...+En.E1 + ...+En est bien le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant lesEi�
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On conserve les notations préćedentes. On a déjà remarqúe que la d́ecomposition
d’un élémentx ∈

∑n
i=1 Ei n’est pas ńecessairement unique. Le lecteur se doute

donc que pour avoir toujours l’unicité, il doit exister un concours de circons-
tances favorables, qui va conduireà la notion de somme directe, età diverses
caract́erisations, puis̀a celle de sous-espaces supplémentaires.

DEFINITION 5.6 Soient E un K-espace vectoriel etE1, ...,En (n ≥ 1) n sous-
espaces vectoriels de E, on dit que la sommeE1 + ...+ En estdirecte, et on note
E1 ⊕ ... ⊕ En, si tout x appartenant̀a

∑n
i=1 Ei admet une d́ecomposition unique

sur les sous-espaces vectorielsE1, ...,En.

PROPOSITION 5.6 Avec les notations de la définition pŕećedente, on a l’́equivalence
suivante :

E1⊕...⊕En ⇔ ∀(x1, ..., xn) ∈ E1×...×En, x1+...+xn = 0⇒ x1 = ... = xn = 0.

Démonstration : (⇒) on sait que 0 admet une décomposition unique sur lesEi,
or on a les deux́egalit́es :

x1 + ...+ xn = 0 et 0 + ...+ 0 = 0

d’où ∀i ∈ [1, n], xi = 0.

(⇐) soitx ∈
∑n

i=1 Ei, on suppose que l’on a deux décompositions de x :

x = x1 + ...+ xn = y1 + ...+ yn

avec∀i ∈ [1, n], xi ∈ Ei, yi ∈ Ei. Alors, par soustraction, on obtient :

0 = (x1 − y1) + ...+ (xn − yn).

LesEi étant des sous-espaces vectoriels de E, on axi−yi ∈ Ei pour touti ∈
[1, n], donc par hypoth̀esexi − yi = 0, ∀i ∈ [1, n], ce qui d́emontre que les
deux d́ecompositions sont identiques, d’où l’unicité de la d́ecomposition�

THEOREM 5.6 (cas de deux sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel etE1, E2 deux sous-espaces vectoriels de E,

on a l’équivalence :
E1 ⊕ E2 ⇔ E1 ∩ E2 = {0}.

Démonstration : (⇒) soitx ∈ E1 ∩E2, on doit montrer que x est nul, or x admet
deux d́ecompositions sur les sous-espaces vectorielsE1 etE2, à savoir :

x = x+ 0 = 0 + x

avec(x, 0) ∈ E1 × E2 et (0, x) ∈ E1 × E2. L’unicité de la d́ecomposition
entrâıne donc bienx = 0.
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(⇐) soit x ∈ E1 + E2, si x admettait deux d́ecompositions distinctes surE1 et
E2, on auraitx = x1 +x2 = y1 + y2, avec des notationśevidentes. D̀es lors,
par soustraction,x1 − y1 = y2 − x2, orx1 − y1 ∈ E1 etx2 − y2 ∈ E2, donc
E1 ∩ E2 6= {0}, ce qui d́emontre la proposition par contraposée�

Attention, on a bieńecritE1 ∩ E2 = {0} et non pasE1 ∩ E2 = � : le lecteur
est invit́e à bien saisir cette différence fondamentale, sous peine de n’avoir rien
comprisà tout ce qui vient d’̂etreétudíe.

THEOREM 5.7 (cas ǵeńeral)
Soient E un K-espace vectoriel etE1, ...,En n sous-espaces vectoriels de E

(n ≥ 1), les propositions suivantes sontéquivalentes :

1. la sommeE1 + ...+ En est directe

2. ∀i ∈ [1, n], Ei ∩ (
∑

j 6=iEj) = {0}
3. ∀i ∈ [1, n− 1], (

∑i
j=1 Ej) ∩ Ei+1 = {0}.

Démonstration : (1.⇒2.) soitu ∈ Ei ∩ (
∑

j 6=iEj), on a pour le vecteur u deux
décompositions sur les sous-espacesEi :

u = 0 + ...+ 0 + u+ 0 + ...+ 0, caru ∈ Ei
u = u1 + ...+ ui−1 + 0 + ui+1 + ...+ un, caru ∈

∑
j 6=i

Ej

doncu = 0 par unicit́e de la d́ecomposition

(2.⇒3.) on a∀i ∈ [1, n − 1], (
∑i

j=1 Ej) ∩ Ei+1 ⊂ Ei+1 ∩ (
∑

j 6=i+1 Ej) et le
membre de droite est réduità{0} par hypoth̀ese

(3.⇒1.) soitu ∈ E1 + ... + En, on suppose qu’il admet deux décompositions
distinctes :

u = x1 + ...+ xn,∀i ∈ [1, n], xi ∈ Ei,
u = y1 + ...+ yn,∀i ∈ [1, n], yi ∈ Ei.

Avec notre hypoth̀ese, il existe i,1 ≤ i ≤ n, tel quexi 6= yi, doncJ = {i ∈
[1, n], xi 6= yi} est non vide et majoré par n, il admet par conséquent un plus
grandélément, not́e io + 1. Dès lors,io ∈ [1, n − 1] et par soustraction des
deux d́ecompositions, on obtient :

(x1 − y1) + ...+ (xi0 − yi0) = −(xi0+1 − yi0+1).

Le premier membre appartientà
∑i0

i=1 Ei et le second membrèa Ei0+1.
D’après l’hypoth̀ese 3. ces deux membres sont donc nuls. En particulier,
xi0+1 = yi0+1, ce qui contredit le choix dei0 + 1. On vient de montrer par
l’absurde que J est vide. L’unicité de la d́ecomposition en ŕesulte, la somme
est donc directe�
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Attention, les conditions 2. et 3. du théor̀eme sont beaucoup plus fortes que la
conditionE1 ∩ ... ∩ En = {0}, ou m̂eme∀i 6= j, Ei ∩ Ej = {0} (cf exercices).

Exercices :

1. Soient F et F’ les sous-ensembles deR3 définis par :

F = {(x, y, z) ∈ R3, x− 2y + z = 0},
F ′ = {(x, y, z) ∈ R3, 2x− y + 2z = 0}.

(a) Montrer que F et F’ sont deux sous-espaces vectoriels deR3.

(b) Montrer queF + F ′ = R3 mais que la sommeF + F ′ n’est pas
directe.

2. SoientD1,D2,D3 les sous-espaces vectoriels deR2 définis par :

D1 = {(x, y) ∈ R2, x = 2y},
D2 = {(x, y) ∈ R2, x = 3y},
D3 = {(x, y) ∈ R2, x = −y}.

(a) Montrer que∀i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j ⇒ Di ∩Dj = {0}.
(b) Montrer que la sommeD1 +D2 +D3 n’est pas directe.

3. On consid̀ereà nouveau l’application :

Φ :
E1 × E2 × ...× En → E
(x1, x2, ..., xn) 7→ x1 + x2 + ...+ xn

.

Montrer que la sommeE1 + ... + En est directe si et seulement si
l’applicationΦ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

DEFINITION 5.7 Soient E un K-espace vectoriel etE1, E2 deux sous-espaces
vectoriels de E, on dit queE1 etE2 sontsuppĺementairessi les deux conditions
suivantes sont réaliśees :

1. E1 etE2 ont une somme directe

2. E1 ⊕ E2 = E (leur somme est donc E tout entier).

Le lecteur remarquera deux choses dans cette définition. L’adjectif ”suppĺementaire”
s’adressèa deux sous-espaces, et il qualifie une propriét́e communèaE1 etE2. Il
vérifiera que l’adjectif ”suppĺementaire” n’a rieǹa voir avec ”compĺementaire”, et
on esp̀ere qu’il n’aura jamais, ni l’occasion, ni le mauvais goût de les confondre.
On l’engage en effet̀a méditer sur la stricte impossibilité de l’existence de sous-
espaces vectoriels complémentaires. Par ailleurs, le théor̀eme ? ? permet d’écrire
la proposition suivante, très importante.
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PROPOSITION 5.7 Soient E un K-espace vectoriel etE1,E2 deux sous-espaces
vectoriels de E, on a l’équivalence suivante :

E = E1 ⊕ E2 ⇔
E = E1 + E2

E1 ∩ E2 = {0} .

DEFINITION 5.8 Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel
de E, on appellesuppĺementairede F (sous-entendu : dans E) tout sous-espace
vectoriel G de v́erifiantE = F ⊕G.

La premìere question que l’on peut se poser est la suivante :étant donńe un
sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel E, existe-t-il toujours un supplémentaire
G de F (dans E) ? La deuxième question est tout aussi naturelle : si un supplémentaire
existe, est-il unique ?

La réponsèa la premìere question est oui. C’est un théor̀eme tr̀es profond, dont
la démonstration ne sera pas donnée ici, faute de moyens. Toutefois on en donnera,
dans deux chapitres, une preuve dans un cas particulier. La réponsèa la deuxìeme
question est non en géńeral. Ainsi on sera, in perpetuum, contraint d’employer
l’article indéfini. Il existe cependant quelques exceptions : par exemple, E n’admet
que{0} pour suppĺementaire, et inversement.

Exercices :

1. Soient dansR3 les deux parties suivantes :

F = {(x, y, z) ∈ R3, x+ y + z = 0},
G = {(λ, λ, λ), λ ∈ R}.

(a) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels deR3.

(b) Montrer que F et G sont supplémentaires.

(c) Trouver d’autres supplémentaires pour F (resp. pour G).

(d) En d́eduire que F (resp. G) admet une infinité de suppĺementaires.

2. Dans l’espace produitE1×E2 de deux K-espaces vectorielsE1 etE2,
montrer que les parties{0} × E2 etE1 × {0} sont deux sous-espaces
vectoriels suppĺementaires.

3. Montrer que tous les supplémentaires d’un sous-espace vectoriel F
d’un K-espace vectoriel E sont isomorphes. Indication :écrireE =
F ⊕ G1 etE = F ⊕ G2, construire alors l’applicationϕ deG1 dans
G2 de la façon suivante : sig1 ∈ G1, g1 = f + g2 avecf ∈ F et
g2 ∈ G2 puisqueG1 ⊂ E ; cette d́ecomposition est unique, montrer
alors que si on prendϕ(g1) = g2, ϕ est un isomorphisme deG1 sur
G2.
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PROPOSITION 5.8 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application
linéaire de E dans F, alors tout supplémentaire de Ker(f) est isomorpheà Im(f).

Démonstration : il suffit de le d́emontrer pour un supplémentaire d’apr̀es l’exer-
cice pŕećedent. Soit alors U un supplémentaire de Ker(f) dans E, on laisse
au lecteur le soin de prouver que la restriction de fà U est un isomorphisme
de U sur Im(f). La surjectivit́e étant triviale, il suffit d’ailleurs de v́erifier
l’injectivit é.

Attention, le fait que tous les supplémentaires de Ker(f) soient isomorphesà
Im(f) ne doit pas laisser penser (c’est une faute trop courante) que Ker(f) et Im(f)
sont toujours supplémentaires. En fait, il ne faut pas confondre isomorphes et
égaux. D’ailleurs, dans le cas où E est diff́erent de F, Ker(f) est inclus dans E et
Im(f) dans F, ils auraient donc beaucoup de malà être suppĺementaires.

Mais même siE = F , il est rare que Im(f) et Ker(f) soient supplémentaires.
Néanmoins, par pur esprit de contradiction, on va immédiatement́etudier une
classe d’endomorphismes ayant cette propriét́e.

5.5 Projections et projecteurs

Soit E un K-espace vectoriel, on suppose donné pour la suite une d́ecomposition
de E en somme directe de deux sous-espaces vectorielsE1 etE2 :

E = E1 ⊕ E2.

On rappelle quex ∈ E admet une d́ecomposition unique de la formex = x1 + x2

avecx1 ∈ E1 etx2 ∈ E2. On d́efinit alors deux applications p et q de la manière
suivante :

p :
E → E
x 7→ p(x) = x1

et q :
E → E
x 7→ q(x) = x2

.

DEFINITION 5.9 L’application p s’appelle laprojection surE1 parallèlement
àE2, de m̂eme l’application q s’appelle laprojection surE2 parallèlementàE1.

PROPOSITION 5.9 Les applications p et q sont deux endomorphismes du K-
espace vectoriel E. De plus :

Ker(p) = E2

Im(p) = E1

Ker(q) = E1

Im(q) = E2

.
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Démonstration : soientx = x1 + x2 et y = y1 + y2 deuxéléments de E et leurs
décompositions sur la somme directe, etλ, µ deux scalaires, on a :

λx+ µy = (λx1 + µy1) + (λx2 + µy2).

On voit donc aiśement que cettéecriture est la d́ecomposition deλx + µy
(unicité) sur la somme directe. Autrement dit,p(λx + µy) = λx1 + µy1 et
q(λx+ µy) = λx2 + µy2. La fin de la d́emonstration est triviale�

On a doncE = Ker(p)⊕
Im(p) etE = Ker(q)⊕
Im(q), puisqueE = E1 ⊕ E2. On ŕep̀ete que ce n’est en géńeral pas le cas pour
un endomorphisme quelconque.

PROPOSITION 5.10 On d́efinit comme pŕećedemment p et q, on a alors :

1. p+ q = IdE

2. p ◦ q = q ◦ p = 0

3. p2 = p et q2 = q.

Démonstration :

1. ∀x ∈ E, x = x1 + x2 = p(x) + q(x) doncIdE = p+ q

2. ∀x ∈ E, x = x1+x2, on aq(x) = x2, mais ońecritq(x) = 0+x2 pour
faire apparâıtre sa d́ecomposition surE1⊕E2 ; on a doncp(q(x)) = 0,
i.e.p ◦ q = 0, et de m̂emeq ◦ p = 0

3. ∀x ∈ E, x = x1 + x2, on ap(x) = x1, ce qu’onécrit p(x) = x1 + 0,
on a doncp(p(x)) = x1, i.e.p ◦ p = p, idem pour q�

La dernìere propríet́e exprime que p et q sont des idempotents deL(E). On
étudie maintenant ces idempotents.

DEFINITION 5.10 Soit E un K-espace vectoriel, on appelleprojecteurde E tout
endomorphisme p de E vérifiantp2 = p.

On justifie cette appellation eńetablissant le lien entre projecteur et projection,
à l’aide du th́eor̀eme suivant.

THEOREM 5.8 Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E, alors p
est la projection sur Im(p) parallèlement̀a Ker(p).

Démonstration : en deux́etapes

1. on montre ici que Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires :
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(a) soit x unélément de E, unéenorme ruse consistèa écrirex =
x− p(x) + p(x) ; on pose alorsx2 = x− p(x) etx1 = p(x). Il est
clair quex1 ∈
Im(p) ; par ailleursp(x2) = p(x − p(x)) = p(x) − p2(x) = 0
car p = p2 et p ∈ L(E) doncx2 ∈ Ker(p). On a doncécrit
x = x1 + x2 avecx1 ∈
Im(p) etx2 ∈ Ker(p)

(b) soitx ∈ Ker(p) ∩
Im(p), commex ∈
Im(p) il existet ∈ E tel quex = p(t). Par ailleurs,p(x) = 0 car
x ∈ Ker(p), doncp(p(t)) = 0, i.e.p2(t) = 0, d’où p(t) = 0 car
p = p2, et doncx = 0

2. on montre ici que p coı̈ncide avec la projectionπ sur Im(p) parall̀element
à Ker(p) : dans la premièreétape, on a d́ecouvert la d́ecomposition de
tout élément de E sur les sous-espaces Im(p) et Ker(p). Celle-ci est :
∀x ∈ E, x = p(x) + (x− p(x)) = x1 + x2, donc d’apr̀es la d́efinition
des projections,∀x ∈ E, π(x) = x1 = p(x), i.e.π = p�

Le lecteur pourra montrer que si p est un projecteur, alorsq = IdE−p est aussi
un projecteur : q est justement l’autre projection associéeà la d́ecompositionE =
Im(p)⊕Ker(p).
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Chapitre 6

Génération et libert é

Les deux notions présent́ees ici, l’ind́ependance lińeaire et la ǵeńeration, sont
les deux p̂oles de la th́eorie des espaces vectoriels. Ces deux notions ne sont
pas simples et les liens qui les unissent sont loin d’être évidents. Si de surcroı̂t
on cherchèa tout exprimer en termes de familles, lesénonćes s’alourdissent, les
démonstrations s’allongent et le niveau d’abstraction s’élève. En conśequence, il
est indispensable, pour tirer quelque profit de l’étude th́eorique ǵeńerale, de com-
mencer par les situations les plus simples décrites par un petit nombre de vecteurs,
sans ĺesiner sur les calculs explicites.

6.1 Préliminaires

Dans cette section, l’essentiel sera décrit pour un triplet de vecteurs. Il est
vivement conseilĺe au ńeophyte de bien comprendre ces préliminaires. Le lecteur
plus aguerri peut ignorer cette section.

6.1.1 Sous-espace vectoriel engendré

THEOREM 6.1 Soit (x1, x2, x3) un triplet de vecteurs de l’espace vectoriel E,
l’ensemble F des combinaisons linéaires des vecteursx1,x2,x3 est un sous-espace
vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel (pour l’inclusion) de E
contenant les vecteursx1, x2, x3.

DEFINITION 6.1 On appelle F lesous-espace vectoriel engendré parx1, x2,
x3 et on le note :

F = 〈x1, x2, x3〉 = {x ∈ E, ∃λ1, λ2, λ3 ∈ K, x = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3}.

On dit que(x1, x2, x3) engendreF ou que c’est unefamille génératrice de F.
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Si les vecteursx1, x2, x3 sont deux̀a deux distincts, on dit encore que la partie
{x1, x2, x3} est unepartie ǵenératricede F.

On laisse au lecteur le soin d’aménager un texte analogue dans le cas d’un
vecteur, d’un couple, d’un quadruplet, etc...

Démonstration :

1. F 6= � car pourλ1 = λ2 = λ3 = 0 on trouve0 ∈ F . De plus, soient
x, y ∈ F , alorsx = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 et y = µ1x1 + µ2x2 + µ3x3,
donc pour tousλ, µ ∈ K on aλx + µy = (λλ1 + µµ1)x1 + (λλ2 +
µµ2)x2 + (λλ3 + µµ3)x3 ∈ F

2. F contientx1, en prenantλ1 = 1 etλ2 = λ3 = 0 ; idem pourx2 etx3

3. soit F’ un sous-espace vectoriel de E contenantx1, x2, x3, alors F’ est
stable pour les deux lois et donc, pour tous scalairesλ1, λ2, λ3 on a
λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 ∈ F ′. F est donc bien le plus petit possible pour
l’inclusion�

Exemples :

1. SoientE = R3, e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1), alors
(e1, e2, e3) engendreR3 mais(e1, e2) engendre un sous-espace vecto-
riel strict deR3.

2. Soitx ∈ E, x 6= 0, alors〈x〉 = {λx, λ ∈ K} s’appelle une droite
vectorielle de E.

Exercices :

1. SoientE = R3 etF = {(x, y, z) ∈ R3, 2x− y + 2z = 0}

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E, trouver un couple
géńerateur de F. Y’a-t-il unicit́e d’un tel couple ?

(b) SoitX = (2, 2,−1), montrer queX ∈ F mais que〈X〉  F .

(c) On choisit un couple(X1, X2) géńerateur de F, y’a-t-il unicit́e de
la décompositionX = λ1X1 + λ2X2 ?

2. SoitE = K[X], montrer que

(a) (1 + 2X2) ∈ 〈1− 2X,X2 +X,X3〉
(b) X3 ∈ 〈1, X,X2〉
(c) X3 ∈ 〈1, X − a, (X − a)2, (X − a)3〉, a ∈ K donńe.

D’une part, il est́evident que six4 est un nouvel individu de E, on a〈x1, x2, x3, x4〉 ⊂
〈x1, x2, x3, x4〉. D’autre part, on a vu dans les exercices préćedents que cette in-
clusion pouvait̂etre stricte ou large.
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PROPOSITION 6.1 On a l’équivalence suivante :

x4 ∈ 〈x1, x2, x3〉 ⇔ 〈x1, x2, x3〉 = 〈x1, x2, x3, x4〉 .

Démonstration : (⇐) évident, puisquex4 ∈ 〈x1, x2, x3, x4〉 = 〈x1, x2, x3〉.
(⇒) on suppose que l’on ax4 = α1x1 + α2x2 + α3x3, alors pour tout vecteur x

appartenant̀a 〈x1, x2, x3, x4〉 on peutécrire :

x = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 + λ4x4

= (λ1 + λ4α1)x1 + (λ2 + λ4α2)x2 + (λ3 + λ4α3)x3�

Plus ǵeńeralement, soientx1, ...,xn des vecteurs de E ; chaque fois que dans
le lot il en existe un qui est combinaison linéaire des autres, on peut l’ôter sans
dommage pour le sous-espace vectoriel F engendré par(x1, ..., xn). Lorsque cela
ne sera plus possible, on disposera d’une famille géńeratrice ”minimale”. A une
telle famille on donnera bientôt un nom.

6.1.2 Indépendance lińeaire

DEFINITION 6.2 On appellerelation de d́ependance lińeaireentre les vecteurs
x1, x2, x3 de E tout triplet(λ1, λ2, λ3) de scalaires tel queλ1x1 + λ2x2 + λ3x3 =
0. Le triplet (0, 0, 0) est toujours une relation de dépendance lińeaire, appeĺee
relation triviale.

S’il existe une relation de d́ependance lińeaire non triviale, on dit que le triplet
(x1, x2, x3) est li é, ou que les vecteursx1, x2, x3 sont lin éairement d́ependants.
Dans le cas contraire, on dit que le triplet estlibre ou que les vecteurs sont
lin éairement ind́ependants.

En ŕesuḿe, étudier l’ind́ependance lińeaire des vecteursx1, x2, x3 revient à
résoudre l’́equation suivante enλ1, λ2, λ3 :

λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 = 0.

Si la seule solution est la solution triviale(0, 0, 0) le triplet est libre, sinon il est
li é.

PROPOSITION 6.2 (x1, x2, x3) est líe si et seulement si l’un au moins des vec-
teursx1, x2, x3 est combinaison lińeaire des deux autres.

Démonstration : on suppose(x1, x2, x3) li é, soitλ1x1 + λ2x2 + λ3x3 = 0 une
combinaison lińeaire nulle, non triviale, alors un au moins des coefficients
est non nul, par exempleλ3 6= 0 (sans perte de géńeralit́e). Dès lors,λ3 est
inversible dans K et on a :

x3 = (−λ−1
3 λ1)x1 + (−λ−1

3 λ2)x2 ∈ 〈x1, x2〉 .
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Réciproquement, six3 est combinaison lińeaire dex1 et x2, on peutécrire
x3 = αx1 + βx2 et alors(α, β,−1) est une relation de dépendance non
triviale entrex1, x2, x3�

Exercices :

1. Montrer que si(x1, x2, x3) est un triplet libre de E, il en est de même
du triplet(x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1).

2. Etudier l’ind́ependance des triplets suivants deR2 ou deR3 et donner,
s’il y a lieu, les relations de d́ependance non triviales :

((1, 3), (4,−1), (−5, 1))

((1, 8, 1), (−9,−3, 1), (2, 2,−3))

((2, 3,−1), (8, 8, 1), (4, 2, 3)).

6.1.3 Lien entre famille libre et famille génératrice

PROPOSITION 6.3 Soit (x1, x2, x3) un triplet de E, ce triplet est libre si et
seulement si aucun des vecteurs du triplet n’est combinaison linéaire des deux
autres.

Démonstration : c’est la contraposée de la proposition préćedente.

PROPOSITION 6.4 Soient(x1, x2, x3) un triplet libre de E et x un vecteur de E,
alors le quadruplet(x1, x2, x3, x) est líe si et seulement six ∈ 〈x1, x2, x3〉.
Démonstration : soit(λ1, λ2, λ3, λ) une relation de d́ependance non triviale entre

les vecteursx1, x2, x3, x, alorsλ 6= 0 car sinon le triplet(x1, x2, x3) serait
li é, doncλ est inversible et l’on a :

x = (−λ−1λ1)x1 + (−λ−1λ2)x2 + (−λ−1λ3)x3.

La réciproque est́evidente�

PROPOSITION 6.5 Soit(x1, x2, x3) un triplet de vecteurs de E, lesénonćes sui-
vants sont́equivalents :

1. (x1, x2, x3) est libre

2. tout vecteur x appartenantà 〈x1, x2, x3〉 admet une unique décomposition
de la forme :

x = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3.

Démonstration : (1.⇒2.) soientx = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 = µ1x1 + µ2x2 + µ3x3

deux d́ecompositions de x, par soustraction on obtient :

(λ1 − µ1)x1 + (λ2 − µ2)x2 + (λ3 − µ3)x3 = 0.
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Mais (x1, x2, x3) est libre, on en d́eduit doncλ1 = µ1, λ2 = µ2, λ3 = µ3.
Les deux d́ecompositions sont donc nécessairement identiques.

(2.⇒1.) en effet, 1. ne fait qu’exprimer 2. pourx = 0�

DEFINITION 6.3 Soient(x1, x2, x3) un triplet libre de vecteurs de E etF =
〈x1, x2, x3〉, (x1, x2, x3) s’appelle unebasede F. C’est donc un triplet libre en-
gendrant F.

D’après ce qu’on a vu préćedemment, si(x1, x2, x3) est une base de F,〈x1, x2〉
n’engendre pas F. Sinon,x3 ∈ 〈x1, x2〉 et le triplet initial ne pourrait paŝetre libre.
Il en va de m̂eme pour〈x1, x3〉 et 〈x2, x3〉. Une base apparaı̂t donc comme une
famille géńeratrice minimale.

Une base de F apparaı̂t aussi comme une famille libre maximale car une sur-
famille stricte d’une famille ǵeńeratrice est ńecessairement liée.

6.2 Introduction

On d́esire ǵeńeraliser les notions préćedentes. On pourrait penser se limiterà
des familles finies, mais ceci s’avèrerait tr̀es rapidement insuffisant. Se pose alors
immédiatement un problème : on a d́efini la somme de deux vecteurs, et donc par
itération la somme d’un nombre fini de vecteurs. Mais en aucun cas on ne peut
parler ici de la somme d’une infinité de vecteurs, les définitions doivent donĉetre
aménaǵees de façoǹa ne rencontrer toujours que des sommes finies.

Par ailleurs, on aura soin de ne pas confondre famille et partie. La différence
est exactement la m̂eme qu’entre arrangement avec réṕetition et combinaison sans
réṕetition. Toutefois, on remarque que si(xi)i∈I est une famille, on peut considérer
son ensemble image qu’on note{xi, i ∈ I}. Réciproquement, si A est une partie,
on peut lui associer la famille ”identité sur A”, en consid́erant A lui-m̂eme comme
ensemble d’indices. On utilisera souvent, par la suite, ce procéd́e permettant de
passer de la notion de partieà celle de famille, et inversement.

DEFINITION 6.4 On dit qu’une famille(λi)i∈I de scalaires est̀a support finisi
l’ensemble des indices i pour lesquelsλi est non nul est fini. On dit aussi que les
λi sontpresque tous nuls.

Bien évidemment, si I est un ensemble fini, cette définition perd tout int́er̂et.
De plus, la famille(λi)i∈I , où pour tout iλi = 0, està support fini. On l’appelle la
famille triviale (index́ee par I).

PROPOSITION 6.6 Soit I un ensemble d’indices quelconque, l’ensemble des
familles de scalaires indexées par Ià support fini est un sous-espace vectoriel du
K-espace vectorielA(I, K). On le noteK(I).
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Démonstration : on sait queA(I, K) est un K-espace vectoriel pour les lois
usuelles, il suffit donc de v́erifier la stabilit́e deK(I) par combinaison lińeaire
de deuxéléments. Or si(λi)i∈I et (µi)i∈I sont deux familles̀a support fini,
pour tousλ,µ éléments de K(λλi+µµi)i∈I est clairement̀a support fini, son
supportétant inclus dans la réunion des deux supports (i.e. l’ensemble des
indices pour lesquels le scalaire associé est non nul) de(λi)i∈I et (µi)i∈I�

DEFINITION 6.5 Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel
E, on dit qu’un vecteur x de E estcombinaison lińeaire de la famille(xi)i∈I s’il
existe une famille(λi)i∈I de scalaires,̀a support fini, telle que :

x =
∑
i∈I

λixi.

La famille (λi)i∈I étantà support fini, il n’y a qu’un nombre fini de termes
λixi non nuls. On convient alors que le symbole

∑
i∈I désigne la somme de ces

termes non nuls. Il s’agit donc bien, en fait, d’une somme finie.

DEFINITION 6.6 Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel
E, on appellerelation linéaireentre les vecteurs de cette famille toute famille de
scalaires(λi)i∈I à support fini v́erifiant :∑

i∈I

λixi = 0.

Une relation lińeaire entre lesxi est donc uńelément deK(I). La famille tri-
viale de scalaires est toujours une relation linéaire entre lesxi. On l’appelle la
relation triviale.

Exercice : Montrer que l’ensemble des relations linéaires entre les vecteurs de la
famille (xi)i∈I est un sous-espace vectoriel deK(I).

On rappelle enfin que l’on nommesous-famille(resp.sur-famille) d’une fa-
mille donńee toute restriction (resp. prolongement) de la famille en question. En-
fin, dans le cas òu I est fini, on appelle cardinal de la famille(xi)i∈I le cardinal de
I.

6.3 Génération

La technique d́ecrite est standard. Elle fonctionne chaque fois que l’on a une
stabilit́e par intersection et elle définit ce que l’on appelle parfois une fermeture
de Moore.

THEOREM 6.2 Soit(Ei)i∈I une famille de sous-espaces vectoriels du K-espace
vectoriel E, l’intersection de la famille(Ei)i∈I est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration :∩i∈I est non vide puisque 0 appartientà tous lesEi. De plus :

∀x, y ∈ ∩i∈IEi,∀λ, µ ∈ K,λx+ µy ∈ ∩i∈IEi.

En effet,∀i ∈ I, x, y ∈ Ei, or Ei est un sous-espace vectoriel de E, donc
∀i ∈ I, λx+ µy ∈ Ei�

THEOREM 6.3 Soit A une partie de E, l’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E contenant A admet un plus petitélément (pour l’inclusion). On l’appelle le
sous-espace vectorielengendŕe parA, il se note〈A〉 ou encore Vect(A).

Démonstration : d’après le th́eor̀eme pŕećedent,〈A〉 n’est autre que l’intersection
de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A, cette famille n’étant
pas vide puisqu’elle contient au moins E�

Exemples :

1. Si F est un sous-espace vectoriel de E, on a〈F 〉 = F

2. 〈�〉 = {0}, ce qui est un ŕesultat important

3. SiE1 etE2 sont deux sous-espaces vectoriels de E, on aE1 + E2 =
〈E1 ∪ E2〉.

Exercice :

1. DansR consid́eŕe commeR-espace vectoriel, quel est le sous-espace
vectoriel engendré par{1}? Plus ǵeńeralement, soit A une partie de
R, déterminer〈A〉 : on distinguera trois cas

2. Soient A une partie du K-espace vectoriel E et B une partie de E telle
queA ⊂ B ⊂ 〈A〉, montrer que〈B〉 = 〈A〉

3. Soient A et B deux parties du K-espace vectoriel E, montrer que :

A ⊂ B ⇒ 〈A〉 ⊂ 〈B〉 .

Réciproque ?

DEFINITION 6.7 Soit A une partie du K-espace vectoriel E, si〈A〉 = E on dit
que A est unepartie ǵenératricede E.

En particulier, E est une partie géńeratrice de E. Toutefois, le lecteur sera vite
convaincu que les parties géńeratrices int́eressantes sont celles qui sont ”les plus
petites possibles”. On précisera bient̂ot ce que l’on entend par là, mais pour l’ins-
tant, on vaétendre la notion de géńeration aux familles. Ceci n’est pas actuelle-
ment indispensable, mais le deviendra ultérieurement.

DEFINITION 6.8 1. Soit(xi)i∈I une famille d’un K-espace vectoriel E, on
appelle sous-espace vectorielengendŕe par la famille(xi)i∈I le sous-espace
vectoriel engendŕe par l’image{xi, i ∈ I} de cette famille
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2. On dit que la famille(xi)i∈I est unefamille génératrice de E si le sous-
espace vectoriel engendré par elle est E.

On remarque que le sous-espace vectoriel engendré par une partie A coı̈ncide
avec le sous-espace vectoriel engendré par la famille canoniquement associéeà A,
ce qui fait le lien entre les deux notions.

Le lecteur a ŝurement remarqúe que lors des préliminaires on a d́efini le sous-
espace vectoriel engendré par une famille en termes de combinaisons linéaires.
On doit donc faire le lien entre ces deux définitions.

THEOREM 6.4 Soit(xi)i∈I une famille d’un K-espace vectoriel E, le sous-espace
vectoriel engendŕe par cette famille est l’ensemble des combinaisons linéaires de
la famille (xi)i∈I .

Démonstration : on doit donc montrer que l’ensemble des combinaisons linéaires
de la famille donńee est un sous-espace vectoriel de E et que ce sous-espace
vectoriel est le plus petit contenant tous les vecteursxi. Tout d’abord, pour
éviter un cas particulier, on convient que siI = �, alors

∑
i∈� xi = 0.

L’ensemble des combinaisons linéaires de la famille(xi)i∈I contient donc
toujours le vecteur nul : siI 6= �, on prend la famille triviale de scalaires.
Soient alors x, y deux combinaisons linéaires de la famille(xi)i∈I et λ, µ
deux scalaires quelconques, on a doncx =

∑
i∈I λixi, y =

∑
i∈I µixi,

(λi)i∈I et(µi)i∈I à support fini, d’òuλx+µy =
∑

i∈I(λλi+µµi)xi et la fa-
mille (λλi+µµi)i∈I est encorèa support fini. L’ensemble des combinaisons
linéaires de la famille donnée est donc un sous-espace vectoriel de E qui
contient bieńevidemment tous lesxi : on prendλi = 1 et sij 6= i, λj = 0.
Enfin, si un sous-espace vectoriel de E contient tous les vecteurs de(xi)i∈I ,
par stabilit́e, il contient toutes les combinaisons linéaires de cette famille,
ce qui ach̀eve la preuve�

Le sous-espace vectoriel engendré par une partie A d’un K-espace vectoriel E
est donc l’ensemble des combinaisons linéaires deśeléments de A. Ainsi,〈�〉 =
{0} et siA 6= � :

〈A〉 = {x ∈ E, ∃n ∈ N∗,∃λ1, ..., λn ∈ K, ∃x1, ..., xn ∈ A, x =
n∑
i=1

λixi}.

Exercice : Soit(xi)i∈I une famille de vecteurs du K-espace vectoriel E, on considère
l’application :

Φ :
K(I) → E
(αi)i∈I 7→

∑
i∈I αixi

.

1. Montrer queΦ est bien d́efinie et queΦ est lińeaire
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2. Montrer queΦ est surjective si et seulement si(xi)i∈I est une famille
géńeratrice de E.

Le théor̀eme pŕećedent est d’une très grande importance. En effet, il affirme
que la connaissance d’une famille (ou d’une partie) géńeratrice de E permet de re-
constituer l’int́egralit́e de l’espace. Ceci explique la remarque : une partie géńeratrice
est d’autant plus intéressante qu’elle comporte ”le moins possible” d’éléments. On
cite donc la proposition, a priori sans intér̂et, suivante.

PROPOSITION 6.7 Soit E un K-espace vectoriel, toute partie contenant une
partie ǵeńeratrice de E est encore une partie géńeratrice de E. De m̂eme, toute
sur-famille d’une famille ǵeńeratrice de E est encore une famille géńeratrice de
E.

Démonstration :́evident

Le théor̀eme suivant est en revanche du plus haut intér̂et, car il permet d’̂oter
deséléments d’une famille ǵeńeratrice.

THEOREM 6.5 Soient(xi)i∈I une famille ǵeńeratrice du K-espace vectoriel E,
i0 ∈ I et J = I\{i0}, la famille (xi)i∈J est une famille ǵeńeratrice de E si et
seulement sixi0 est combinaison lińeaire de la famille(xi)i∈J .

Démonstration : si(xi)i∈J est ǵeńeratrice, tout vecteur de E est combinaison
linéaire de cette famille et donc en particulierxi0. Réciproquement, on sup-
pose qu’il existe une famille de scalaires(αi)i∈J , à support fini, telle que
xi0 =

∑
i∈J αixi. Soit alors x un vecteur quelconque, il existe donc une

famille de scalaires(λi)i∈I , à support fini, telle quex =
∑

i∈I λixi =
λi0xi0 +

∑
i∈J λixi =

∑
i∈J(λi + λi0αi)xi et la famille (λi + λi0αi)i∈J

est encorèa support fini.(xi)i∈J est donc bien une famille géńeratrice de
E�

On cite enfin, pour ḿemoire, une propriét́e d́ejà vue des combinaisons linéaires,
géńeralement appelée ”transitivit́e”.

PROPOSITION 6.8 Soient A, B, C trois parties d’un K-espace vectoriel E, on
a :

A ⊂ 〈B〉 etB ⊂ 〈C〉 ⇒ A ⊂ 〈C〉 .

Démonstration :́evident

6.4 Liberté

D’après les consid́erations pŕećedentes, une famille géńeratrice id́eale de E se-
rait une famille telle que toutes ses sous-familles strictes ne soient plus géńeratrices.
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Une telle famille ǵeńeratrice est dite minimale. Mais on ne sait pas encore si de
telsêtres existent toujours, car le théor̀eme ? ? ne permet d’éliminer deśeléments
qu’un par un (̀a méditer).

PROPOSITION 6.9 Soit(xi)i∈I une famille ǵeńeratrice minimale, non vide, d’un
K-espace vectoriel E, la seule relation linéaire entre les vecteurs de cette famille
est la relation triviale.

Démonstration : si(αi)i∈I était une relation lińeaire non triviale, il existerait un
indicei0 tel queαi0 6= 0 et donc :∑

i∈I

αixi = 0⇒ xi0 =
∑
i6=i0

− αi
αi0

xi

ce qui contredirait la minimalité de la famille(xi)i∈I d’apr̀es le th́eor̀eme ? ?�

On est ainsi ameńe à donner un nom aux familles possédant cette propriét́e.

DEFINITION 6.9 Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel
E, on dit que cette famille estlibre si la seule relation lińeaire entre lesxi est la
relation triviale, i.e. :

∀(αi)i∈I ∈ K(I),
∑
i∈I

αixi = 0⇒ (∀i ∈ I, αi = 0).

On dit aussi que la famille est forḿee de vecteurslin éairement ind́ependants.
Dans le cas contraire, la famille est diteli éeou forḿee de vecteurslin éairement
dépendants.

DEFINITION 6.10 Une partie A de E est ditelibre si la famille canoniquement
assocíeeà A est libre, dans le cas contraire elle est diteli ée.

Exemples :

1. DansR2, {(1, 0), (0, 1)} est libre.

2. Six ∈ E et six 6= 0, alors{x} est libre.

3. Si une partie A de E contient le vecteur nul, alors A est liée.

On cite la proposition suivante, du même ordre d’int́er̂et que la proposition ? ?.
La démonstration est laissée en exercice au lecteur.

PROPOSITION 6.10 Si A est une partie libre d’un K-espace vectoriel E et si
B ⊂ A, alors B est libre. De m̂eme, toute sous-famille d’une famille libre est
libre.

Les familles libres ont́et́e introduites comme des familleséconomiques, du
point de vue de la ǵeńeration. Il se trouve qu’elles ont du même coup une propriét́e
(presque) inattendue.
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PROPOSITION 6.11 Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs d’un K-espace vecto-
riel E, les deux́enonćes suivants sont́equivalents :

1. (xi)i∈I est une famille libre

2. ∀x ∈ 〈(xi)i∈I〉, ∃!(αi)i∈I ∈ K(I), x =
∑

i∈I αixi.

L’important ici est le point d’exclamation (unicité) !

Démonstration : (1.⇒2.) on suppose quex =
∑

i∈I αixi =
∑

i∈I βixi où (αi)i∈I
et (βi)i∈I sont deux familles de scalairesà support fini. Par soustraction, on
obtient

∑
i∈I(αi − βi)xi = 0, donc(αi − βi)i∈I est une relation lińeaire

entre lesxi. La famille étant libre, cette relation est la relation triviale et la
décomposition de x est bien unique.

(2.⇒1.) par hypoth̀ese, le vecteur nul n’admet qu’une décomposition suivant
les vecteursxi. La relation triviale fournit une d́ecompositiońevidente. La
relation triviale est donc la seule relation linéaire entre lesxi et la famille
donńee est bien libre�

On a consid́eŕe jusqu’̀a pŕesent le cas le plus géńeral. On va maintenant retrans-
crire les ŕesultats dans le cas particulier des familles finies et plus particulièrement
en prenantI = [1, n], afin de retomber sur les préliminaires. On fera l’abus clas-
sique qui consistèa identifier les familles index́ees par [1, n] et les n-uplets. On
remarque tout de suite que la notion de support fini disparaı̂t.

Transcriptions :

1. Soit (x1, ..., xn) un n-uplet de vecteurs du K-espace vectoriel E, on
appelle relation lińeaire entre les vecteursx1, ..., xn tout n-uplet de
scalaires(α1, ..., αn) tel que

∑n
i=1 αixi = 0. Le n-uplet(0, ..., 0) est

une relation lińeaire dite relation triviale.

2. Le n-uplet(x1, ..., xn) est dit libre si la seule relation linéaire entre les
xi est la relation triviale, i.e. :

∀α1, ..., αn ∈ K,α1x1 + ...+ αnxn = 0⇒ α1 = ... = αn = 0.

Dans le cas contraire, le n-uplet est dit lié.

Ces transcriptions ne sont pas dénúees d’int́er̂et, m̂eme dans le cas géńeral. En
fait, le cas òu I est fini suffit, comme le prouve le théor̀eme suivant, tr̀es important
dans la pratique.

THEOREM 6.6 Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E,
les deux propositions suivantes sontéquivalentes :

1. (xi)i∈I est une famille libre
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2. toute sous-famille finie de(xi)i∈I est libre.

Démonstration : (1.⇒2.) prouv́e à la proposition ? ?

(2.⇒1.) soit (αi)i∈I une relation lińeaire entre lesxi. Cette famille est donc̀a
support fini. Soit J le support de cette famille, on a alors :

0 =
∑
i∈I

αixi =
∑
i∈J

αixi

par d́efinition même de ce symbole. Mais J est fini, donc par hypothèse
(xi)i∈J est libre. On en d́eduit que∀i ∈ J , αi = 0 et par d́efinition du
support on a∀i ∈ I, αi = 0. La famille initiale est bien libre�

Exercices :

1. Montrer que la famille(Xn)n∈N est libre dans K[X].

2. Soitfa l’application ŕeelle d́efinie surR parfa(x) = |x− a|, montrer
que la famille(fa)a∈R est libre dansA(R,R).

3. Soit ga l’application ŕeelle d́efinie surR par g(x) = eax, montrer
que la famille(ga)a∈R est libre dansA(R,R). On proc̀edera comme
préćedemment et on pensera auxéquivalents au voisinage de l’infini.

4. Pour tout entier strictement positif p, soientfp et gp les applications
réelles d́efinies surRparfp(x) = sin(px) etgp(x) = cos(px), montrer
que pour tout entier strictement positif n la famille(f1, g1, ..., fn, gn)
est une famille libre deA(R,R). On établira d’abord le ŕesultat pour
n = 1, puis on effectuera un raisonnement par récurrence en d́erivant
deux fois une combinaison linéaire nulle.

6.5 Base

Les deux sections préćedentes font apparaı̂tre une race particulièrement int́eressante
de familles, celles qui sont̀a la fois libres et ǵeńeratrices. On ne sait pas encore
si de telles familles existent toujours (on sait trouver des ”petites” familles libres,
des ”grosses” familles ǵeńeratrices, mais entre les deux...). Cela n’interdit pas de
poser la d́efinition.

DEFINITION 6.11 Soit E un K-espace vectoriel, on appellebasede E toute
famille de vecteurs de E qui està la fois libre et ǵeńeratrice.

DEFINITION 6.12 On appellepartie basiquede E toute partie de E qui està la
fois libre et ǵeńeratrice.
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La famille canoniquement associéeà une partie basique est une base et l’image
d’une base (au sens de l’image d’une famille) est une partie basique.

On insiste bien sur le fait qu’une base est une famille et non une partie. Le
lecteur s’en convaincra lors du calcul matriciel.

La nature est bien faite.Tout espace vectoriel possède au moins une base. La
démonstration de ce fort beau résultat repose sur l’axiome du choix. On en don-
nera une d́emonstration ”́elémentaire” dans un cas particulier au chapitre suivant.

THEOREM 6.7 (fondamental)
Soit(xi)i∈I une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E, les propositions

suivantes sont́equivalentes :

1. (xi)i∈I est une base de E

2. (xi)i∈I est une famille libre maximale (i.e. toute sur-famille stricte est liée)

3. (xi)i∈I est une famille ǵeńeratrice minimale (i.e. toute sous-famille stricte
n’est plus ǵeńeratrice).

Démonstration : (1.⇒2.) on sait d́ejà que(xi)i∈I est libre, il resteà montrer
qu’elle est maximale. SoientI  J et(xi)i∈J une sur-famille stricte de la fa-
mille initiale, pourj ∈ J\I xj est combinaison lińeaire de la famille(xi)i∈I ,
puisque cette famille est géńeratrice. Il existe donc une relation linéaire non
triviale entre lesxi, i ∈ J . La sur-famille n’est donc pas libre.

(2.⇒3.) on montre d’abord que(xi)i∈I est ǵeńeratrice. Soientx ∈ E et j un
indice n’appartenant pas̀a I, on consid̀ere la famille index́ee parI ∪ {j} et
définie par∀i ∈ I, i 7→ xi et j 7→ x. C’est une sur-famille de la famille
initiale, elle est donc líee. Il existe donc des scalaires presque tous nuls,
mais non tous nuls, tels que :

λx+
∑
i∈I

λixi = 0.

λ ne peutêtre nul car sinon la famille initiale serait liée par la relation
linéaire(λi)i∈I . x est donc combinaison linéaire de la famille initiale. Le
reste est d́ejà vu, car si la famille n’́etait pas ǵeńeratrice minimale, un des
vecteurs au moins serait combinaison linéaire des autres ( ? ?) et la famille
ne serait pas libre.

(3.⇒1.) d́ejà fait ( ? ?)�

L’int ér̂et des bases est illustré par la proposition suivante qui a déjàét́e d́emontŕee
( ? ?).

PROPOSITION 6.12 Soit (xi)i∈I une base du K-espace vectoriel E, pour tout
vecteur x de E il existe une famille unique de scalaires presque tous nuls(λi)i∈I
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telle que :

x =
∑
i∈I

λixi.

DEFINITION 6.13 La famille(λi)i∈I s’appelle famille descoordonńeesdu vec-
teur x relativement̀a la base donńee et la famille(λixi)i∈I s’appelle famille des
composantesdu vecteur x relativementà la base donńee.

Exemples :

1. Soiente1 = (1, 0) et e2 = (0, 1), (e1, e2) est une base deR2 appeĺee
base canonique deR2.

2. Plus ǵeńeralement, dansRn, on pose∀i ∈ [1, n], ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0),
le 1 au i-̀eme rang. La famille(e1, ..., en) est une base deRn appeĺee
base canonique deRn.

3. (Xn)n∈N est une base de K[X] encore appelée base canonique de
K[X].

4. DansC consid́eŕe commeR-espace vectoriel,(1, i) est une base. Est-
ce une base duC-espace vectoriel ? Moralité ?

Exercice (important) : Soient E un K-espace vectoriel etE1 et E2 deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires, montrer que si A est une partie basique
deE1 et B une partie basique deE2, alorsA ∪ B est une partie basique de
E.

Le lecteur qui s’́etonnerait que l’on parle ici de parties basiques peut imaginer
ce que serait une réunion de familles (on dit d’ailleurs concaténation) et se
rendre compte que c’est peuévidentà écrire, surtout si on commet l’impru-
dence de mettre des indices en commun.

Enfin, pour clore ce chapitre, il est naturel de se demander ce que deviennent
les notions pŕećedentes lorsqu’on les transforme par une application linéaire.

6.6 Familles et applications lińeaires

PROPOSITION 6.13 Soient E, F deux K-espaces vectoriels etf ∈ L(E,F ) :

1. si (xi)i∈I est une famille líee de vecteurs de E, la famille(f(xi))i∈I est une
famille liée de vecteurs de F

2. si (xi)i∈I est une famille ǵeńeratrice de E, la famille(f(xi))i∈I est une
famille ǵeńeratrice de Im(f).

Démonstration : trivial
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Le lecteur remarquera bien que l’image d’une partie géńeratrice de E n’est pas,
en ǵeńeral, ǵeńeratrice de F, mais seulement de Im(f) : bien sûr, si f est surjective...

PROPOSITION 6.14 Soient E, F deux K-espaces vectoriels etf ∈ L(E,F ), les
propositions suivantes sontéquivalentes :

1. f est injective

2. l’image par f de toute famille libre de E est une famille libre de F.

Démonstration : (1.⇒2.) soient(xi)i∈I une famille libre de E et(λi)i∈I une rela-
tion linéaire entre les vecteurs de la famille(f(xi))i∈I , on a donc

∑
i∈I λif(xi) =

0, ou encoref(
∑

i∈I λixi) = 0, car f est lińeaire et la famille de scalaires
à support fini. Or f est injective, on en déduit que

∑
i∈I λixi = 0. La fa-

mille (xi)i∈I étant libre, la famille de scalaires est donc la famille triviale.
(f(xi))i∈I est bien une famille libre.

(2.⇒1.) soit x ∈ Ker(f), l’image de la famille (x) est la famille (0) qui est
une famille líee, la famille (x) est donc liée, i.e.x = 0 (raisonnement par
contrapośee)�

THEOREM 6.8 Soient E, F deux K-espaces vectoriels etf ∈ L(E,F ), les pro-
positions suivantes sontéquivalentes :

1. f est un isomorphisme de E sur F

2. l’image par f de toute base de E est une base de F

3. il existe une base de E dont l’image par f est une base de F.

Avant de d́emontrer ce th́eor̀eme, on remarque la grande différence entre 2. et
3. : en fait, le th́eor̀eme affirme qu’il suffit que f envoie une base de E sur une base
de F pour que ce résultat soit valable pour toute base de F.

Démonstration : (1.⇒2.) cela d́ecoule directement de ? ? et ? ?, car un isomor-
phisme est̀a la fois injectif et surjectif.

(2.⇒3.) on a admis l’existence d’au moins une base, on laisse le lecteur conclure.

(3.⇒1.) soit(xi)i∈I une base de E dont l’image par f est une base de F, on montre
que f est injective puis surjective. Soitx ∈ Ker(f), on d́ecompose x sur la
base(xi)i∈I de E. On ax =

∑
i∈I λixi pour une famille de scalaires presque

tous nuls, etf(x) =
∑

i∈I λif(xi) = 0. La famille (f(xi))i∈I étant libre, la
famille (λi)i∈I est la famille triviale, i.e.x = 0 et f est bien injective. Soit
y ∈ F , y se d́ecompose sur la base(f(xi))i∈I de F :y =

∑
i∈I λif(xi). Il

est alors clair quey = f(x) avecx =
∑

i∈I λixi, donc f est bien surjective�

On finit par un th́eor̀eme tr̀es important dans la pratique et qui assure de la
connaissance complète d’une application lińeaire d̀es que l’on connait les images
des vecteurs d’une base de l’espace de départ.
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THEOREM 6.9 Soient E, F deux K-espaces vectoriels,(xi)i∈I une base de E et
(yi)i∈I une famille quelconque de vecteurs de F indexée par le m̂eme ensemble
d’indices, il existe uneuniqueapplication lińeaire f de E dans F v́erifiant :

∀i ∈ I, f(xi) = yi.

Démonstration : soit x un vecteur quelconque de E, il existe une unique famille
de scalaires(λi)i∈I , presque tous nuls, telle quex =

∑
i∈I λixi. Si l’on veut

que f soit lińeaire, on n’a pas le choix et on est obligés de poserf(x) =∑
i∈I λiyi. On laisse le lecteur v́erifier que f ainsi d́efinie est bien lińeaire�

En d’autres termes, les coordonnées d’une combinaison linéaire sont les com-
binaisons lińeaires des coordonnées respectives.
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Chapitre 7

Dimension finie

On va maintenant redescendre de quelques marches et se limiterà la cat́egorie
des espaces vectoriels admettant une famille géńeratrice finie. On adaptera donc
les ŕesultats donńes dans les deux chapitres préćedents. Les problèmes sont un peu
plus simples et, en particulier, on pourra s’abstenir d’utiliser l’axiome du choix. En
contrepartie, les d́emonstrations deviennent accessibles et seront par conséquent
effectúees.

7.1 Espace vectoriel de dimension finie

DEFINITION 7.1 On appelle espace vectoriel dedimension finietout espace
vectoriel posśedant une partie ǵeńeratrice finie. Dans le cas contraire, on dit que
l’espace vectoriel est dedimension infinie.

On note que, pour l’instant, le mot ”dimension” n’a en lui-même aucune signi-
fication. Seule la locution ”dimension finie” en a une. Pour cette raison (et pour
d’autres), certains auteurs appellent parfois de tels espaces des espaces vectoriels
de type fini. Ceci n’est pas indispensable, car le mot ”dimension” va prendre très
rapidement le sens que tout le monde lui connaı̂t.

Il ne faut pas croire que tous les espaces vectoriels sur un corps K soient de
dimension finie. L’exemple le plus simple est le suivant : K[X] est un K-espace
vectoriel de dimension infinie. En effet, soit A une partie finie de K[X]. Si A
est ŕeduiteà {0} ou vide, A n’engendre que le polynôme nul et n’est donc pas
géńeratrice. Sinon, l’ensemble des degrés des polyn̂omes appartenantà A admet
un plus grand́elément, appelé n. D’apr̀es les propríet́es du degŕe dans K[X], le
degŕe de toute combinaison linéaire deśeléments de A est inférieur ouégalà n.
Par conśequent,Xn+1 n’est pas combinaison linéaire deśeléments de A et A n’est
pas une partie ǵeńeratrice de K[X]. K[X] n’admet donc aucune partie géńeratrice
finie, il est par conśequent de dimension infinie.
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Exercices :

1. Montrer que pour un K-espace vectoriel E les propriét́es suivantes sont
équivalentes :

(a) E est de dimension finie

(b) E admet une famille ǵeńeratrice finie (i.e. index́ee par un en-
semble fini).

2. En reprenant les exemples d’espaces vectoriels classiques, indiquer
ceux qui sont de dimension finie.

3. Soit E un K-espace vectoriel, comparer les deuxénonćes :

(a) E admet une partie géńeratrice finie

(b) toutes les parties géńeratrices de E sont finies.

7.1.1 Existence des bases

On d́emontre dans ce paragraphe l’existence des bases en dimension finie. On
profite de l’occasion pour rappeler que l’on a cité un ŕesultat infiniment plus fort
(malheureusement sans démonstration) :tout K-espace vectoriel admet au moins
une base.

THEOREM 7.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, G une partie
géńeratrice finie de E et L une partie libre contenue dans G, il existe alors une
partie basique B de E telle queL ⊂ B ⊂ G.

Avant de d́emontrer cet important résultat, on remarque que, comme la par-
tie vide est une partie libre de n’importe quel espace vectoriel, il est loisible de
consid́erer une partie libre L contenue dans G.

Démonstration : on a dans le chapitre préćedent caractériśe les bases comme fa-
milles libres maximales. On peut de même caract́eriser les parties basiques
comme parties libres maximales. SoitL l’ensemble des parties libres X de
E vérifiantL ⊂ X ⊂ G, L est non vide (carL ∈ L) et L est finie (car
G est finie). De plus, tout́elément deL a un nombre fini d’́eléments. On
choisit alors dansL une partie B ayant un nombre maximum d’éléments,
on va montrer que cette partie B convient.

Par construction m̂eme de B, il est clair que B est une partie libre de E vérifiant
L ⊂ B ⊂ G. Il resteà montrer que B est une partie géńeratrice de E. Soit
doncg ∈ G, si g ∈ B alors on áevidemmentg ∈ 〈B〉. Si g /∈ B, la partie
B ∪ {g} est comprise entre L et G et comporte strictement plus d’éléments
que B. La partieB ∪ {g} ne peut̂etre libre par d́efinition de B, elle est donc
li ée, i.e.g ∈ 〈B〉. Ainsi, on a prouv́e queG ⊂ 〈B〉. Mais alors on sait,
d’apr̀es ? ?, queE = 〈G〉 ⊂ 〈B〉, i.e.〈B〉 = E�
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En particularisant G ou L dans le théor̀eme pŕećedent, on obtient le th́eor̀eme
d’existence annoncé ainsi qu’un important corollaire.

THEOREM 7.2 Tout espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K admet
au moins une base. Plus préciśement, toute famille ǵeńeratrice finie admet au
moins une sous-famille qui est une base.

Démonstration : il suffit de d́emontrer la seconde assertion. Soit(xi)i∈I une fa-
mille géńeratrice finie de E, on sait queG = {xi, i ∈ I} est une partie
géńeratrice finie de E. On prendL = � (qui est une partie libre) et on ap-
plique le th́eor̀eme pŕećedentà G et L. On obtient donc une partie basique
B telle queB ⊂ G. On laisse au lecteur le soin de construire une partie J
de l’ensemble d’indices I et une application de J dans B de telle sorte que la
famille ainsi d́efinie soit, d’une part une sous-famille de(xi)i∈I et, d’autre
part une base de E. Ce n’est pas difficileà imaginer, mais cela demande tout
de m̂eme un peu de soin�

THEOREM 7.3 (de la base incomplète)
Dans un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K, toute famille

libre peutêtre compĺet́ee en une base (i.e. admet une sur-famille qui est une base).

Démonstration : on admettra momentanément que dans un espace vectoriel de
dimension finietoutesles parties libres sont finies (ce fait exceptionnel sera
démontŕe à la section suivante). Soit donc(xi)i∈I une famille libre (I est fini
d’apr̀es ce qu’on vient de dire), la partieL = {xi, i ∈ I} est une partie libre
de E. Soit alors G une partie géńeratrice finie de E,G ∪ L est encore une
partie ǵeńeratrice finie de E. On est donc dans la situation du théor̀eme ? ?
avecL ⊂ G ∪ L. Il existe une partie basique B telle queL ⊂ B ⊂ G ∪ L.
Il reste au lecteur̀a fabriquer une application d’un ensemble J contenant I
dans B de manièreà avoir une sur-famille de(xi)i∈I qui soit une base�

Exercices :

1. Soient dansR3 les vecteursx = (2, 3,−1), y = (1,−1,−2), u =
(3, 7, 0), v = (5, 0,−7), montrer que{x, y} est une partie libre et la
compĺeter pour obtenir une partie basique deR3. Montrer que le sous-
espace vectoriel engendré par x et y est le m̂eme que le sous-espace
vectoriel engendré par u et v. Conclusion ?

2. On consid̀ereF = {(a, b, c, d) ∈ R4 / a = b − 3c et c = 2d}, trouver
une base de F et la compléter pour obtenir une base deR4.

7.1.2 Dimension

On vient de d́emontrer l’existence des bases pour un espace vectoriel E de
dimension finie. Il se trouve, et c’est encore un miracle, que toutes les parties
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basiques ont le m̂eme nombre d’́eléments. On peut dire aussi que toutes les bases
ont le m̂eme nombre d’́eléments, sil’on convient d’appeler cardinal d’une base
le cardinal de l’ensemble d’indices. Ce cardinal commun est donc un invariant
de l’espace vectoriel E et prendra le nom de dimension de E, ce qui permettra
de śeparer les termes de la locution ”dimension finie”. La démonstration de cette
propríet́e est difficile et repose sur un lemme dû à Steinitz.

(d’échange de Steinitz)

PROPOSITION 7.1 Soient E un K-espace vectoriel, X une partie de E et x et y
deuxéléments de E tels que :

1. y ∈ 〈X ∪ {x}〉
2. il existe unéecriture de y comme combinaison linéaire deśeléments deX ∪
{x} dans laquelle le coefficient de x est non nul,

alorsx ∈ 〈X ∪ {y}〉.

On traduira la condition 2. par la locution ”y peut utiliser x”.

Démonstration : en effet, comme y peut utiliser x, on peutécrirey =
∑

i∈I λixi+
λx où lesxi sont dans X, lesλi presque tous nuls etλ un scalaire non nul. Il
vient alorsx = λ−1y −

∑
i∈I λ

−1λixi ce qui prouve quex ∈ 〈X ∪ {y}〉�

THEOREM 7.4 Soient E un K-espace vectoriel, G une partie géńeratrice finie
de E et L une partie libre de E, alors L est finie et on aCard(L) ≤ Card(G).

Démonstration : on supposeraCard(L) > Card(G), le lemme de l’́echange
permettra de former de nouvelles parties géńeratrices de E en expulsant des
vecteurs de G pour les remplacer par des vecteurs de L afin d’aboutirà
une contradiction. On peutéliminer d’office le casG = �. On s’explique
maintenant et on poseG = {g1, ..., gm}.

Soit a1 ∈ L un élément quelconque de L, on sait quea1 est non nul car il ap-
partientà une partie libre. Comme G est géńeratrice, on peut́ecrirea1 =∑m

i=1 λigi pour un certain m-uplet de scalaires. Commea1 6= 0, un au moins
desλi n’est pas nul. On suppose qu’il s’agit deλ1. Ainsi a1 peut utiliserg1,
on peut appliquer alors le lemme d’échangèa la situationX = G\{g1},
x = g1, doncg ∈ 〈(G\{g1}) ∪ {a1}〉. On fait remarquer au lecteur que
cette notation un peu lourde représente simplement l’ensemble obtenuà
partir de G en remplaçantg1 para1. On pose :

G1 = (G\{g1}) ∪ {a1} = {a1, g2, ..., gm}.

G1 engendre alors encore E : il suffit de remarquer queg1 ∈ 〈G1〉.

96



Soita2 un élément de L diff́erent dea1 (a2 existe par hypoth̀ese carCard(L) >
Card(G)), commeG1 engendre E on peut́ecrire a2 = µ1a1 + λ2g2 +
... + λmgm. Les scalairesλ2, ..., λm ne peuvent̂etre tous nuls, car sinon
on auraita2 = µ1a1 ce qui n’est pas le cas cara1 et a2 sont ind́ependants.
Ainsi a2 peut utiliser ungi où i ∈ [2,m]. On supposera qu’il s’agit de
g2. En appliquant une deuxième fois le lemme d’échangèa la situation
X = G1\{g2} et x = g2, on obtientg2 ∈ 〈(G1\{g2}) ∪ {a2}〉. On pose
G2 = (G1\{g2}) ∪ {a2} = {a1, a2, g3, ..., gm}. Le lecteur v́erifiera queG2

engendre encore E : il s’agit donc de vérifier queg1 ∈ 〈G2〉 etg2 ∈ 〈G2〉.
Il est alors clair qu’au bout de la i-èmeétape, on aura forḿe une partie ǵeńeratrice

Gm = {a1, ..., am} ne contenant que deséléments de L. Comme par hy-
poth̀eseCard(L) > Card(G) = m, on peut choisir dans L uńelément
am+1 qui n’est plus dansGm. Mais commeGm est ǵeńeratrice, on peut
écriream+1 =

∑m
i=1 αiai, la partie{a1, ..., am, am+1} serait líee et donc L

aussi, d’òu la contradiction, ce qui achève la d́emonstration�

THEOREM 7.5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les par-
ties basiques de E ont le même nombre d’éléments. On peut donc dire aussi, avec
les conventions habituelles, toutes les bases de E ont le même nombre d’éléments.

Démonstration : il s’agit d’une conséquence simple du théor̀eme pŕećedent. En
efet, soient B et B’ deux parties basiques de E, on aCard(B) ≤ Card(B′)
car B est libre et B’ est ǵeńeratrice, etCard(B′) ≤ Card(B) car B’ est
libre et B ǵeńeratrice, d’òuCard(B) = Card(B′)�

PROPOSITION 7.2 Soient E un K-espace vectoriel et p un entier donné, alors
si p+ 1 vecteurs sont combinaisons linéaires de p vecteurs donnés de E, cesp+ 1
vecteurs sont líes.

Démonstration : en effet, siy1, ...,yp+1 sont combinaisons lińeaires dex1, ...,xp,
toute partie libre de〈x1, ..., xp〉 a au plus ṕeléments d’apr̀es le th́eor̀eme ? ?,
donc{y1, ..., yp+1} est ńecessairement liée�

DEFINITION 7.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, on appelle
dimensionde E le nombre de vecteurs de l’une quelconque de ses bases (ou de ses
parties basiques). Ce nombre est noté dimK(E), oudim(E) si aucune confusion
sur le corps de base n’està craindre. Si E n’est pas de dimension finie, on dit que
sa dimension est infinie.

Exemples :

1. dimK({0}) = 0 et ŕeciproquementdimK(E) = 0⇒ E = {0}
2. En examinant les bases canoniques des espacesKn on constate que

dimK(Kn) = n. Cet exemple est excessivement important.
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3. dimC(C) = 1 etdimR(C) = 2, de m̂emedimC(Cn) = n etdimR(Cn) =
2n. Cela montre que le corps de base est d’une importance fondamen-
tale dans le calcul de la dimension d’un espace vectoriel.

4. dimK(Kn[X]) = n+ 1.

7.1.3 Caract́erisation des bases en dimension finie

PROPOSITION 7.3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n sur K, alors
toute partie libre de E a au plus ńeléments. Autrement dit, toute partie de E ayant
au moinsn+ 1 éléments est liée.

Démonstration : il s’agit simplement d’une formulation différente de la proposi-
tion ? ?

On peut aussi formuler cette proposition en termes de familles.

THEOREM 7.6 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n sur K et B une
partie de E, les assertions suivantes sontéquivalentes :

1. B est une partie basique de E

2. B est une partie libre de E etCard(B) = n

3. B est une partie ǵeńeratrice de E etCard(B) = n.

Démonstration : (1.⇒2.) évident, par d́efinition de la dimension.

(2.⇒3.) si B n’était pas ǵeńeratrice, on pourrait la compléter en une partie ba-
sique (th́eor̀eme ? ?) qui aurait au moinsn+ 1 éléments, ce qui contredirait
la proposition pŕećedente.

(3.⇒1.) si B n’était pas libre, on pourrait en extraire une partie basique (théor̀eme ? ?)
ayant strictement moins de néléments, ce qui contredirait la définition de la
dimension�

Ce th́eor̀eme est tr̀es important dans la pratique, car il permet de montrer
qu’une partie B est basique si elle possède l’une des deux propriét́es exiǵees (libre
ou ǵeńeratrice) et si elle a le nombre ad hoc d’éléments. Il est le plus souvent em-
ployé dans le sens ”B est libre etCard(B) = n donc B est une partie basique”.
Il est en effet ǵeńeralement plus facile de montrer qu’une partie est libre que de
montrer que cette m̂eme partie est ǵeńeratrice.

On termine cette section en montrant que la dimension caractériseà isomor-
phisme pr̀es les K-espaces vectoriels de dimension finie.

THEOREM 7.7 1. Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorpheà
l’espace vectorielKn.

2. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors E et F sont
isomorphes si et seulement sidimK(E) = dimK(F ).
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Démonstration :

1. soient E un K-espace vectoriel de dimension n etB = (x1, ..., xn) une
base de E, alors l’application

φ :
Kn → E
(α1, ..., αn) 7→ α1x1 + ...+ αnxn

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels (le lecteur est invité à le
montrer).

2. on suppose que E et F sont isomorphes. Soit alorsφ un isomorphisme
de E sur F, si B est une partie basique de E on sait queφ(B) est une par-
tie basique de F et donc, commeCard(B) = Card(φ(B)) vu queφ
est injective, on en d́eduit quedimK(E) = dimK(F ) (cf théor̀eme ? ?).
Réciproquement, sidimK(E) = dimK(F ) = n, d’apr̀es 1. E et F sont
tous deux isomorphes̀aKn, donc isomorphes entre eux, par transiti-
vité de l’isomorphie�

Exercices :

1. On consid̀ere dansR3 les vecteursx1 = (−1, 1, 1), x2 = (1,−1, 1),
x3 = (1, 1,−1), montrer que(x1, x2, x3) est une base deR3.

2. On consid̀ere dansR4 les vecteursx1 = (1, 2,−1, 2),x2 = (2, 3, 0,−1),
x3 = (1, 2, 1, 4), x3 = (1, 3,−1, 0), montrer que(x1, x2, x3, x4) est
une base deR4.

3. Soita ∈ K, montrer que la famille(1, X − a, ..., (X − a)n) est une
base deKn[X].

7.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

THEOREM 7.8 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-
espace vectoriel de E, on suppose que E est de dimension finie, alors :

1. F est un K-espace vectoriel de dimension finie

2. dimK(F ) ≤ dimK(E)

3. sidimK(F ) = dimK(E), alorsF = E.

Démonstration : soit L une partie libre de F, c’est donc a fortiori une partie libre
de E. D’apr̀es, par exemple, le théor̀eme de la base incomplète, le cardinal
de L est inf́erieur ouégalà dimK(E). Il suffit donc de prendre dans F une
partie libre ayant le nombre maximum d’éléments pour avoir une partie
basique de F. Ainsi F admet une base finie ayant un cardinal inférieur ou
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égalà dimK(E). Si dimK(F ) = dimK(E), alors une base quelconque de
F est une partie libre de E ayant le bon nombre d’éléments (th́eor̀eme ? ?),
c’est donc aussi une base de E, i.e.F = E�

La partie 3. du th́eor̀eme pŕećedent est fondamentale dans les exercices. Elle
permet en effet de d́emontrer que deux K-espaces vectoriels de dimension finie
sontégaux si et seulement si l’un des deux est inclus dans l’autre et s’ils ont la
même dimension (alors qu’autrement il faudrait montrer deux inclusions).

Exemples :

1. Soit D une droite vectorielle, les seuls sous-espaces vectoriels de D
sont{0} et D.

2. Soit P un plan vectoriel, les seuls sous-espaces vectoriels de P sont
{0}, les droites vectorielles contenues dans P et P lui-même.

7.2.1 Somme et dimension

Le but de ce paragraphe est d’établir une formule attribúeeà Grassmann don-
nant la dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace
vectoriel E de dimension finie, et d’en déduire ses principales conséquences.

PROPOSITION 7.4 SoientE1 et E2 deux K-espaces vectoriels de dimension
finie, alorsE1×E2 est de dimension finie et on adimK(E1×E2) = dimK(E1) +
dimK(E2).

Démonstration : en effet, on posem = dimK(E1), n = dimK(E2) et on choisit
(a1, ..., am) une base deE1, (b1, ..., bn) une base deE2. On laisse au lecteur
consciencieux le soin de vérifier que le(m+n)-uplet((a1, 0), ..., (am, 0), (0, b1), ..., (0, bn))
est une base deE1×E2. On peut aussi v́erifier queKm×Kn est isomorphe
àKm+n�

THEOREM 7.9 (dimension d’une somme directe)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie,E1 etE2 deux sous-espaces

vectoriels de E dont la somme est directe, on a alors la relation :

dimK(E1 ⊕ E2) = dimK(E1) + dimK(E2).

De plus, siB1 est une partie basique deE1 etB2 une partie basique deE2,B1∪B2

est une partie basique deE1 ⊕ E2.

Démonstration : il suffit bien entendu de montrer la seconde asertion. On peut re-
marquer queE1×E2 etE1⊕E2 sont isomorphes et appliquer la proposition
préćedente�

Exercices :
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1. Rédiger les d́emonstrations de la proposition ? ? et du théor̀eme ? ?.
Montrer aussi que dans ce dernier l’hypothèse ”E est de dimension
finie” peut être remplaćee par ”E1 etE2 sont deux sous-espaces vec-
toriels de dimension finie”.

2. Géńeraliser la proposition ? ? et le théor̀eme ? ? au cas d’un nombre
fini quelconque d’espaces vectoriels. On obtiendra ainsi les formules :

dimK(E1 × ...× En) = dimK(E1) + ...+ dimK(En)

dimK(E1 ⊕ ...⊕ En) = dimK(E1) + ...+ dimK(En).

THEOREM 7.10 (existence d’un supplémentaire)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vecto-

riel de E, alors F admet au moins un supplémentaire dans E. De plus, tous les
suppĺementaires de F dans E ont la même dimension (appelée parfoiscodimen-
sionde F dans ).

Démonstration : soit B une partie basique de F (qui est de dimension finie),
d’apr̀es le th́eor̀eme de la base incomplète, on peut trouver une partie C
de E disjointe de B telle queB ∪ C soit une partie basique de E. Il est
alors quasíevident que le sous-espace vectoriel G engendré par C est un
suppĺementaire de F. En effet, on poseB = {b1, ..., bm} etC = {c1, ..., cp}.
Soit x quelconque de E, il se décompose de façon unique sur la partie ba-
siqueB ∪ C, i.e. x = β1b1 + ... + βmbm + γ1c1 + ... + γpcp. Or u =
β1b1 + ... + βmbm ∈ 〈B〉 = F et v = γ1c1 + ... + γpcp ∈ 〈C〉 = G, donc
x = u + v avecu ∈ F et v ∈ G, ce qui d́emontre queE = F + G. Par
ailleurs, l’unicit́e de la d́ecomposition de x surB ∪ C entrâıne l’unicité de
l’ écriturex = u+ v, avecu ∈ F , v ∈ G, la somme est donc directe. Enfin,
soit G un suppĺementaire quelconque de F dans E, on aE = F ⊕ G, et
d’apr̀es le th́eor̀eme ? ?,dimK(G) = dimK(E) − dimK(F ), la dimension
de G est donc ind́ependante du supplémentaire choisi�

On remarque que l’on a donné, sans d́emonstration, un résultat plus ǵeńeral :
tout sous-espace vectoriel admet au moins un supplémentaire (sans condition de
dimension). La d́emonstration du th́eor̀emeéclaire un peu le ph́enom̀ene. Le lec-
teur pourra prouver que dans un espace vectoriel de dimension 3, un plan vectoriel
P admet pour supplémentaire toute droite vectorielle non contenue dans P.

THEOREM 7.11 (formule de Grassmann)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie,E1 etE2 deux sous-espaces

vectoriels de E, on a la relation :

dimK(E1 + E2) = dimK(E1) + dimK(E2)− dimK(E1 ∩ E2).
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Démonstration : il existe de nombreuses preuves de ce résultat. On esquisse ici
une d́emonstration directe (ce n’est pas la plus jolie) et on renvoie le lec-
teur à la section suivante pour une preuveélégante). L’astuce consisteà se
ramener̀a une somme directe. L’inclusionE1 ∩ E2 ⊂ E1 permet de choisir
un suppĺementaire F deE1 ∩ E2 dansE1. Ainsi E1 = (E1 ∩ E2) ⊕ F . On
en d́eduit queE1 + E2 = F ⊕ E2. En effet,F ∩ E2 = (F ∩ E1) ∩ E2 =
F ∩(E1∩E2) = {0} et il est clair queE1+E2 = F+E2 (F+E2 ⊂ E1+E2

estévidente, l’autre inclusion se vérifie facilement). Ainsi, en appliquant le
théor̀eme ? ?, on trouve :

dimK(E1) = dimK(E1 ∩ E2) + dimK(F ) et

dimK(E1 + E2) = dimK(F ) + dimK(E2),

d’où le ŕesultat eńeliminantdimK(F )�

THEOREM 7.12 SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace
vectoriel E de dimension finie E, on considère les trois propríet́es suivantes :

1. E1 + E2 = E

2. E1 ∩ E2 = {0}
3. dimK(E1) + dimK(E2) = dimK(E).

Alors deux quelconques de ces propriét́es entrâınent la troisìeme, etE = E1⊕
E2. Réciproquement, siE = E1 ⊕ E2 les trois propríet́es sont v́erifiées.

Démonstration : si 1. et 2. sont réaliśees, alors on sait queE = E1 ⊕ E2 et la
propríet́e 3. n’est autre que le théor̀eme ? ?

Si 1. et 3. sont ŕealiśees, la formule de Grassmann entraı̂ne quedimK(E1∩E2) =
0, doncE1 ∩ E2 = {0}.

Si 2. et 3. sont ŕealiśees, la formule de Grassmann devientdimK(E1 + E2) =
dimK(E). OrE1 +E2 ⊂ E, le th́eor̀eme ? ? montre alors queE = E1 +E2.
Enfin, la ŕeciproque est triviale�

Exercices :

1. Montrer que, dans la formule de Grassmann, l’hypothèse ”E est de
dimension finie” peut̂etre remplaćee par l’hypoth̀ese plus faible ”E1

etE2 sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie”.

2. DansR4 on consid̀ere le sous-espace vectorielE1 engendŕe par{x, y, z}
avecx = (1, 2, 3, 4), y = (2, 2, 2, 6), z = (0, 2, 4, 4), et le sous-
espace vectorielE2 engendŕe par{u, v} avecu = (1, 0,−1, 2) et
v = (2, 3, 0, 1). Vérifier sur cet exemple la formule de Grassmann.
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7.3 Notion de rang

Soit E un K-espace vectoriel, on appellera système de vecteurs de E toute
famille finie de vecteurs de E. Au risque d’insister lourdement, on précise bien
qu’un syst̀eme est une famille et qu’on admet volontiers les réṕetitions, la no-
tion de syst̀eme correspond donc̀a la notion combinatoire d’arrangement avec
réṕetitions.

DEFINITION 7.3 Soit S un système de vecteurs d’un K-espace vectoriel E, on
appellerang de S, et on note rg(S) la dimension sur K du sous-espace vectoriel
engendŕe par S. Autrement dit :

rg(S) = dimK(〈S〉).

Cette d́efinition a bien un sens puisque par construction même,〈S〉 admet une
famille finie de ǵeńerateurs, il est donc de dimension finie.

PROPOSITION 7.5 Soit S un système de vecteurs, le rang de S estégal au car-
dinal d’une sous-famille libre maximale de S, i.e. le nombre maximum de vecteurs
linéairement ind́ependants que l’on peut extraire de S.

Démonstration : en effet, le rang de S n’est autre que le cardinal de l’une des
bases de l’espace vectoriel〈S〉�

7.3.1 Rang d’une application lińeaire

L’outil central de cette section est le théor̀eme du rang. On commence par deux
exemples, sous forme d’exercices, où l’on découvre cet important théor̀eme.

Exercices :

1. Soitf : R3 → R3 définie parf(x, y, z) = (x′, y′, z′) où x′ = y′ =
z′ = 2x+ y + z,

(a) montrer que f est lińeaire

(b) donner une base de Ker(f) et en déduiredim(Ker(f))

(c) donner une base de Im(f) et en déduiredim(
Im(f))

(d) vérifier la relationdim(R3) = dim(Ker(f)) + dim(
Im(f)).

2. Soitf : R4 → R3 définie parf(x, y, z, t) = (x′, y′, z′) où
x′ = x+ y + z + 2t
y′ = y − z + t
z′ = x− y + 3z

,
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(a) montrer que f est lińeaire

(b) on note(e1, e2, e3, e4) la base canonique deR4, calculer le rang
de la famille(f(ei))i∈[1,4] et donner une base de Im(f)

(c) montrer que les vecteurs(1, 1, 0,−1) et (−3, 0, 1, 1) forment une
partie basique de Ker(f)

(d) vérifier la relationdim(R4) = dim(Ker(f)) + dim(
Im(f)).

DEFINITION 7.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-
espace vectoriel quelconque et f une application linéaire de E dans F, on appelle
rang de f, et on note rg(f) la dimension sur K de Im(f), i.e.

rg(f) = dimK(Im(f)).

Cette d́efinition a bien un sens, car E est par hypothèse un espace vectoriel de
dimension finie. E admet une partie géńeratrice finie G. On sait alors que f(G) est
une partie (finie, car G est finie) géńeratrice de Im(f) (cf th́eor̀eme ? ?), donc Im(f)
est de dimension finie, et ceci sans aucune condition sur l’espace vectoriel F.

En particulier, on prend(e1, ..., en) une base de E, alors d’après ce que l’on
vient de dire, le rang de f n’est autre que le rang du système(f(e1), ..., f(en)) qui
ne d́epend donc pas de la base choisie dans E.

THEOREM 7.13 (du rang)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-espace vectoriel

quelconque et f une application linéaire de E dans F, on a la relation :

dimK(E) = dimK(Ker(f)) + dimK(Im(f)) = dimK(Ker(f)) + rg(f).

Démonstration : en effet, on sait que si f est une application linéaire de E dans
F, tout suppĺementaire de Ker(f) est isomorpheà Im(f) (théor̀eme ? ?). Soit
donc G un supplémentaire de Ker(f), on aE = Ker(f)⊕G d’oùdimK(E) =
dimK(Ker(f)) + dimK(G). Or G et Im(f) sont isomorphes, ils ont donc la
même dimension (finie) (th́eor̀eme ? ?) d’òu dimK(E) = dimK(Ker(f)) +
dimK(
Im(f))�

PROPOSITION 7.6 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie
et f une application lińeaire de E dans F, on a :

1. rg(f) ≤ inf(dimK(E), dimK(F ))

2. f est injective si et seulemnt sirg(f) = dimK(E)

3. f est surjective si et seulement sirg(f) = dimK(F ).
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Démonstration :

1. commerg(f) = dimK(E) − dimK(Ker(f)) d’apr̀es le th́eor̀eme du
rang, on a bienrg(f) ≤ dimK(E). De plus, l’inclusion
Im(f) ⊂ F entrâınerg(f) ≤ dimK(F ) d’apr̀es le th́eor̀eme du sous-
espace.

2. f est injective si et seulement si le noyau de f se réduità{0} donc si et
seulement sidimK(Ker(f)) = 0, il suffit alors d’apliquer le th́eor̀eme
du rang.

3. f est surjective si et seulement si
Im(f) = F , il suffit alors d’appliquer le th́eor̀eme du sous-espace�

Exercice : On propose ici une démonstration de la formule de Grassmannà l’aide
du th́eor̀eme du rang. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie,E1

etE2 deux sous-espaces vectoriels de E et

f :
E1 × E2 → E
(x1, x2) 7→ x1 + x2

,

1. montrer que f est lińeaire

2. montrer queKer(f) = {(x,−x) / x ∈ E1 ∩ E2} et en d́eduire que
Ker(f) est isomorphèaE1 ∩ E2

3. montrer que
Im(f) = E1 + E2

4. appliquerà f le th́eor̀eme du rang et retrouver ainsi la formule de
Grassmann.

On sait que deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si
et seulement si ils ont la m̂eme dimension. Mais il ne faudrait pas croire que toute
application lińeaire de l’un dans l’autre soit un isomorphisme. On peut penser par
exempleà l’application nulle. On va donner maintenant des critères varíes pour
qu’une application lińeaire soit un isomorphisme.

PROPOSITION 7.7 Soient E et F deux K-espaces vectoriels demêmedimension
finie n et f une application lińeaire de E dans F, les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. f est un isomorphisme de E sur F

2. f est injective

3. f est surjective

4. rg(f) = n.
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Démonstration : (1.⇒2.) trivial

(2.⇒3.) si f est injective, on aKer(f) = {0} et d’apr̀es le th́eor̀eme du rang
rg(f) = dimK(E) = dimK(F ), donc f est surjective

(3.⇒4.) trivial

(4.⇒1.) si rg(f) = n alors f est surjective et d’après le th́eor̀eme du rang
dimK(Ker(f)) = 0, donc f est injective�

La proposition pŕećedente est très importante car elle permet d’affirmer qu’une
application lińeaire entre espaces demêmedimension finie est bijective dès qu’elle
est injective ou surjective. Mais atention, ceci n’est plus valable en dimension in-
finie comment en t́emoignent les exemples suivants :

1. D :
K[X]→ K[X]
P 7→ P ′

est surjective mais non injective

2. φ :
K[X]→ K[X]
P 7→ XP

est injective mais non surjective.

Exercices :

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomor-
phisme de E, montrer que les propositions suivantes sontéquivalentes :

(a) E = Ker(f)⊕
Im(f)

(b) Ker(f) = Ker(f 2)

(c)
Im(f) =
Im(f 2).

Que subsiste-t-il si E est de dimension infinie ?

2. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension fi-
nie, montrer que l’image et le noyau de f coı̈ncident si et seulement si
on af 2 = 0, dimK(E) est un entier pair etrg(f) = dimK(E)

2
.

7.3.2 Dimension deL(E,F)

THEOREM 7.14 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie,
alors l’espace vectorielL(E, F) est aussi de dimension finie et on a :

dimK(L(E,F )) = dimK(E). dimK(F ).

Démonstration : admis

On va visualiser ce résultat de façon naturelle au chapitre suivant.
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Chapitre 8

Matrices

Après avoir peińe parmi les espaces vectoriels, on est revenu en pays de connais-
sance, le relief s’adoucit. Les retardataires pourront donc rejoindre le peloton. Ce
chapitre est en grande partie une reformulation de notions abordées dans les cha-
pitres pŕećedents, mais sous forme plus concrète et visuelle. Tout le d́ebut est donc
en pente douce et permet l’utilisation d’un grand braquet. Néanmoins certains pas-
sages annoncent déjà les massifs qu’il faudra gravir...à l’Ensae.

8.1 Calcul matriciel

8.1.1 Ǵenéralit és

DEFINITION 8.1 Soient K un ensemble, n et m deux entiers naturels non nuls,
on appellematricedetype(n, m)à éléments dans K toute applicationA : [1, n]×
[1,m]→ K.

En posantA(i, j) = aij, on convient d’́ecrire la matrice A sous forme d’un
tableau rectangulairèa n lignes et m colonnes :

A =


a11 ... a1m

a21 ... a2m

... ... ...
an1 ... anm

 .

a11, ..., anm s’appellent leśelémentsde la matrice A,aij se trouvant̀a l’inter-
section de la i-̀eme ligne et de la j-ème colonne. Ońecrira de façon condensée
A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤m ou mêmeA = (aij) si aucune confusion n’est possible sur
le type de la matrice A.

Enfin, on noteMn,m(K) l’ensemble des matrices de type (n, m)à éléments
dans K. SiK = R on dit que la matrice A estr éelleet siK = C on dit qu’elle
estcomplexe.
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DEFINITION 8.2 Sim = n, la matriceA = (aij) est ditecarrée d’ordren, ou
plus simplementcarrée. Lesélémentsa11, a22, ...,ann constituent alors ce qu’on
appelle ladiagonale principalede la matrice A.

Dans toute la suite de ce chapitre on supposera que K est un corps commutatif.

DEFINITION 8.3 Une matrice carŕee(aij) est ditediagonalesi tous leśeléments
situés hors de la diagonale principale sont nuls, i.e. :

∀i, j ∈ [1, n], i 6= j ⇒ aij = 0.

Une matrice carŕee (aij) est ditetrigonale inférieure si tous leséléments
situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls, i.e. :

∀i, j ∈ [1, n], i < j ⇒ aij = 0.

Si de plus leśeléments de la diagonale principale sont nuls, on dit que la ma-
trice (aij) eststrictement trigonale inf́erieure. On d́efinit de façon analogue une
matrice carŕee(strictement) trigonale suṕerieure.

DEFINITION 8.4 Une matrice carŕee(aij) est ditesyḿetriquesi :

∀i, j ∈ [1, n], aij = aji.

Une matrice carŕee(aij) est diteantisyḿetriquesi :

∀i, j ∈ [1, n], aij + aji = 0.

On ne va pas faire languir le lecteur plus longtemps, on aborde maintenant
l’exemple fondamental qui està la source de la notion de matrice.

8.1.2 Matrice assocíeeà une application linéaire

On consid̀ere E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie,B = (e1, ..., em)
une base de E,C = (f1, ..., fn) une base de F et enfin u unélément deL(E, F).

DEFINITION 8.5 On appellematrice de u relativement aux basesB et C la
matrice(aij) de type (n, m) d́efinie par :

∀j ∈ [1,m], u(ej) = a1jf1 + a2jf2 + ...+ anjfn.

Autrement dit, pour tout indice j de [1, n], la j-ème colonne de(aij) est constitúee
par les coordonńees deu(ej) relativement̀a la baseC.
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On d́esignera cette matrice parMCB(u) ou, plus simplement,M(u) si aucune
confusion n’est possible. On verra lors de la multiplication des matrices pourquoi
on renverse l’ordre des bases.

Si E = F et siB = C, on parlera de la matrice de l’endomorphisme u par
rapportà la baseB et on la noteraMB(u).

On se rend compte maintenant que la notion de base est beaucoup plus impor-
tante que celle de partie basique, car on ne saurait pas dans quel ordreécrire les
lignes et les colonnes de la matrice associéeà une application lińeaire.

Exercices :

1. SoientB = (e1, e2) une base d’un K-espace vectoriel E ethλ l’ho-
moth́etie de rapportλ, on a donchλ(e1) = λe1 ethλ(e2) = λe2, d’où

MB(hλ) =

(
λ 0
0 λ

)
. Cette matrice est indépendante de la base choi-

sie. Ǵeńeraliser au cas òu dim(E) = n quelconque.

2. On supposedim(E) = 3 et dim(F ) = 2 et on se donneB et C des
bases respectives de E et F. Soit u l’application quià tout vecteur x
de E de coordonńees(x1, x2, x3) dans la baseB associe le vecteur y
de F dont les coordonnées dans la baseC sont(y1, y2) donńees par les
formulesy1 = x1 − 2x2 + 3x3 et y2 = x1 + x3, montrer que u est
linéaire et d́eterminer sa matrice par rapport aux basesB etC.

3. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u un
isomorphisme de E sur F, montrer que pour toute baseB de E il existe
une baseC de F telle que :

MCB(u) =


1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

 .

Si B = (e1, ..., en), on pourra prendreC = (u(e1), ..., u(en)) et justi-
fier. Réciproque ?

THEOREM 8.1 L’applicationMCB :
L(E,F )→Mn,m(K)
u 7→MCB(u)

est bijective.

Démonstration : en effet, si u et u’éléments deL(E, F) sont tels queMCB(u) =
MCB(u′) alors, en consid́erant les colonnes de ces matrices, pour tout indice
j, u(ej) = u′(ej) et donc par lińearit́e,∀x ∈ E, u(x) = u′(x), i.e.u = u′ et
l’applicationMCB est injective.
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Par ailleurs, si l’on se donne une matriceA = (aij) ∈ Mn,m(K) quelconque,
on pose pour tout indice j,e′j = a1jf1 + ... + anjfn. On sait d’apr̀es le
théor̀eme ? ? qu’il existe une unique application linéaireu ∈ L(E,F ) vérifiant
u(ej) = e′j pour tout indice j. On aura doncMCB(u) = A et l’application
MCB est surjective�

SoitA = (aij) une matrice de type (n, m)̀a éléments dans K, alors d’après
le théor̀eme pŕećedent, A est la matrice d’une unique application linéaireuA de
Km dansKn relativement aux bases canoniques de ces espaces. On dit queuA est
l’application linéairecanoniquement associéeà A.

On d́efinira alors le noyau, l’image et le rang de la matrice A commeétant
respectivement le noyau, l’image et le rang deuA. En particulier l’image de A,
not́ee Im(A) sera le sous-espace vectoriel deKn constitúe des vecteursuA(x) où
x décrit Km. Im(A) est donc engendré par les colonnes de A (chaque colonne
de A étant consid́eŕe comme un vecteur deKn rapport́e à sa base canonique). De
même, le rang de A est le rang deuA, i.e. le nombre de colonnes de A (considéŕees
comme vecteur deKn), linéairement ind́ependantes.

THEOREM 8.2 Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie rap-
portésà deux bases respectivesB etC etu ∈ L(E,F ), alorsrg(MCB(u)) = rg(u)
et donc toutes les matrices associéesà u, pour tous les choix possibles de bases,
ont le m̂eme rang.

Démonstration : on posem = dim(E), n = dim(F ) etA = (aij) = MCB(u),
avecB = (e1, ..., em) et C = (f1, ..., fn). On veut comparer rg(A) et rg(u),
on doit donc introduireuA et relieruA et u :

E
u→ F

↓ ϕ ↓ ψ
Km uA→ Kn

.

SoientB′ = (e′1, ..., e
′
m) etC ′ = (f ′1, ..., f

′
n) les bases canoniques respectives

deKm etKn, ϕ l’unique application lińeaire de E dansKm définie par :

∀j ∈ [1,m], ϕ(ej) = e′j

etψ l’unique application lińeaire de F dansKn définie par :

∀i ∈ [1, n], ψ(fi) = f ′i ,

alorsϕ est un isomorphisme de E surKm et ψ de F surKn puisque, par
construction, l’image d’une base est une base.

De plus, on aψ ◦ u = uA ◦ ϕ, car∀j ∈ [1,m], ψ ◦ u(ej) = ψ(
∑n

i=1 aijfi) =∑n
i=1 aijψ(fi) =

∑n
i=1 aijf

′
i = uA(e′j) = (uA ◦ ϕ)(ej).
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ψ ◦u etuA ◦ϕ cöıncident alors sur une base de E, par linéarit́e on a doncψ ◦u =
uA ◦ ϕ. Le mat́eriel étant en place, la démonstration s’ach̀eve alors sans
difficultés.

On auA ◦ ϕ(E) = uA(ϕ(E)) = uA(Km) =
Im(uA) etψ ◦ u(E) = ψ(
Im(u)) donc
Im(uA) = ψ(
Im(u)). ψ induit donc un isomorphisme deIm(u) sur
Im(uA), en particulier leurs dimensions sontégales, i.e.rg(u) = rg(uA) =
rg(A). A titre d’exercice, le lecteur peut d’ailleurs montrer queϕ induit
également un isomorphisme deKer(u) surKer(uA)�

8.1.3 Oṕerations sur les matrices

Le théor̀eme ? ? exhibe une bijection entre les ensemblesL(E, F) etMn,m(K).
On sait alors, depuis le premier chapitre, que l’on peut transporter les opérations
deL(E, F) surMn,m(K).

Addition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie,B = (e1, ..., em)
et C = (f1, ..., fn) des bases respectives de E et de F, u et v deuxéléments de
L(E, F), on poseM(u) = (aij), M(v) = (bij), M(u + v) = (cij). On a alors
∀j ∈ [1,m],

(u+ v)(ej) = u(ej) + v(ej)

=
n∑
i=1

aijfi +
n∑
i=1

bijfi

=
n∑
i=1

(aij + bij)fi

i.e.∀(i, j) ∈ [1, n]× [1,m], cij = aij + bij.

DEFINITION 8.6 Si A = (aij) et B = (bij) sont deux matrices de type (n,
m), on appellesommede A et de B, et on noteA + B la matrice de type (n, m)
C = (cij) définie par :

∀(i, j) ∈ [1, n]× [1,m], cij = aij + bij.

On a doncM(u+ v) = M(u) +M(v).
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Multiplication par un scalaire

SoitM(λu) = (a′ij) la matrice associéeàλu, λ ∈ K, on a alors∀j ∈ [1,m],

(λu)(ej) = λ(u(ej))

= λ(
n∑
i=1

aijfi)

=
n∑
i=1

(λaij)fi

i.e.∀(i, j) ∈ [1, n]× [1,m], a′ij = λaij.

DEFINITION 8.7 Si A = (aij) est une matrice de type (n, m), on noteλA la
matrice(λaij) obtenue en multipliant tous leséléments de A par le scalaireλ. On
définit ainsi une loi externe surMn,m(K) de domaine d’oṕerateur K.

On a doncM(λu) = λ.M(u).

THEOREM 8.3 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension respec-
tives m et n, rapportés à des basesB et C, alors, muni des lois préćedentes,
Mn,m(K) est un K-espace vectoriel de dimension mn isomorpheà LK(E,F )
par l’applicationMCB du th́eor̀eme ? ?.

Démonstration : il n’y a rieǹa d́emontrer, les oṕerations surMn,m(K) ont jus-
tementét́e d́efinies par transport de structure,MCB devient ainsi un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

On remarque simplement que siEij désigne la matrice de type (n, m) qui
contient un 1à l’intersection de la i-̀eme ligne et de la j-ème colonne et des 0
partout ailleurs, alors(Eij)(i,j)∈[1,n]×[1,m] constitue une base deMn,m(K) appeĺee
base canonique deMn,m(K), qui n’est autre que l’image de la base canonique de
LK(E,F ). On peut́ecrireA = (aij) =

∑
i,j aijEij. L’ élément neutre de l’espace

vectorielMn,m(K) est la matrice de l’application nulle, i.e. la matrice dont tous
leséléments sont nuls, on la notera 0. La matrice opposée de la matriceA = (aij)
se notera−A, et on a−A = (−aij).

Produit

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels,u ∈ L(E,F ), v ∈ L(F,G), B =
(e1, ..., em), C = (f1, ..., fn), D = (g1, ..., gp) des bases respectives de E, F, G, on
pose :

MCB(u) = (akj) matrice de type (n, m)
MDC(v) = (bik) matrice de type (p, n)
MDB(v ◦ u) = (cij) matrice de type (p, m)

.
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On a alors∀j ∈ [1,m] :

v ◦ u(ej) = v(u(ej))

= v(
n∑
k=1

akjfk)

=
n∑
k=1

akjv(fk)

=
n∑
k=1

akj(

p∑
i=1

bikgi)

=
n∑
k=1

p∑
i=1

akjbikgi

=

p∑
i=1

(
n∑
k=1

bikakj)gi

donc, par d́efinition decij, on en d́eduit :

∀(i, j) ∈ [1, p]× [1,m], cij =
n∑
k=1

bikakj.

DEFINITION 8.8 Soient A une matrice de type (n ; m) et B une matrice de type
(p, n), à coefficients dans K, on appelleproduit de B par A, et on note BA, la
matrice(cij) de type (p, m) d́efinie par :

∀(i, j) ∈ [1, p]× [1,m], cij =
n∑
k=1

bikakj.

On a doncMDB(v ◦ u) = MDC(v).MCB(u).
La formule de la d́efinition a bien un sens car le nombre de colonnes de la

premìere matrice du produit est le même que le nombre de lignes de la seconde
matrice. L’expression decij se traduit en disant que l’on fait le produit ”ligne par
colonne”. On insiste sur le fait que si B est de type (p, n) et A de type (n’, m) avec
n 6= n′, alors le produit BA n’a ici aucun sens.

On insiste aussi sur le fait que si BA a un sens, en géńeral AB n’en a pas ; que
même si AB et BA ont tous deux un sens, en géńeral AB et BA ne sont pas de
même type ; que m̂eme... (cf th́eor̀eme de structure pour les matrices carrées).
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Une bonne astuce pour calculer un produit de matrices, en limitant les risques
d’erreur, consistèa disposer le calcul comme suit :

A→
B
↓

 1 2
3 4
5 6

(
1 2 3
3 4 5

) (
22 28
40 52

) .

Cette disposition est de plus parfaitement adaptéeà l’it ération du produit. On peut
voir sur cet exemple que AB a un sens, mais que AB est une matrice carrée d’ordre
3 alors que BA est carrée d’ordre 2.

PROPOSITION 8.1 Sous ŕeserve d’existence des expressions, on a pour toutes
matrices A, B, C et tout scalaireλ :

A(BC) = (AB)C

A(λB) = (λA)B = λ(AB)

A(B + C) = AB + AC

(A+B)C = AC +BC.

”Sous ŕeserve d’existence” signifie que les types des matrices intervenant dans
une expression ont un sens. Les propriét́esénonćees sont alors les traductions de
propríet́es d́emontŕees pour les applications linéaires.

Exercices :

1. On poseA =

(
−1 +3 +1
+4 +0 +5

)
, B =

 +2 +1 +3
−4 +0 +1
+3 −1 −2

, C = +2 +1 +3
−4 +0 +1
+3 −1 −2

. Vérifier sur cet exemple l’associativité du pro-

duit matriciel.

2. Vérifier directement sur les formules l’associativité du produit matri-
ciel. Il est recommand́e au lecteur de s’astreindreà effectuer complètement
cet exercice qui est un très bon exemple de manipulation du symbole∑

.

3. Etudier la (ou les) relation(s) de dépendance lińeaire existant entre les

matrices ŕeelles suivantes :A =

 +1 −1
+2 +1
−1 +0

, B =

 +0 +1
−1 +3
+0 −2

,

C =

 +2 +3
+0 +0
+1 −1

,D =

 +5 −2
+8 −3
−2 +3

.
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4. SoitE =


 a− b b− c 2c

2a a+ b −b
b c a

 , a, b, c ∈ R

, montrer que E est

un sous-espace vectoriel deM3(R), en donner la dimension et une
base. On pourra constater que siA ∈ E, on peutécrireA = aA1 +
bA2 + cA3, où A1, A2, A3 sont trois matrices fixes. Cet exercice est
standard et doit̂etre un exercice réflexe.

8.1.4 Matrices colonnes

Soient E et F deux K-espaces vectoriels rapportés à des bases respectives
B = (e1, ..., em) et C = (f1, ..., fn), u ∈ L(E,F ) défini par sa matrice A re-
lativement aux basesB et C, et x unélément de E, le problème pośe ici est celui
de l’utilisation de la matrice A pour la détermination de u(x). La solution peutêtre
obtenue directement de la façon suivante.

Le vecteur x se d́ecompose sur la baseB, x = x1e1 + ...+xmem, doncu(x) =
x1u(e1) + ...+xmu(em). Oru(e1), ...,u(em) apparaissent justement, décompośee
sur la baseC, dans les colonnes de la matrice associéeà u. On peut donc calculer
les composantes sur la baseC de u(x) en fonction dex1, ...,xm et des coefficients
de cette matrice. Ce calcul direct est laissé au lecteur.

On propose ici une résolution plus sophistiquée de ce problème qui a l’avan-
tage d’̂etre plus structurelle. L’élément x de E d́efinit une application lińeairex̄ de
K dans E d́efinie par :

x̄ : λ 7→ λx.

La matrice dēx par rapport aux bases (1) etB de K et E est une matrice de type

(m, 1) ditematrice colonne. Cette matrice n’est autre que

 x1

...
xm

 où x1, ...,xm

sont les coordonńees de x dansB. En effet,x̄(1) = x =
∑m

i=1 xiei. Cette matrice
MB(1)(x̄) se note traditionnellement X.

De même, l’́elément u(x) de F d́efinit une application lińeaireu(x) de K dans
F, d́efinie paru(x) : λ 7→ λu(x). Sa matrice par rapport aux bases (1) etC de
K et F est donc aussi une matrice colonneMC(1)(u(x)), qui est la matrice des
coordonńees de u(x) dans la baseC, on la note Y.

On consid̀ere alors la compositionu ◦ x̄ de K dans F d́efinie par :

u ◦ x̄ : λ 7→ u(x̄(λ)) = u(λx) = λu(x) = u(x)(λ),

i.e.u ◦ x̄ = u(x) et par passage aux matrices associéesY = AX.
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PROPOSITION 8.2 La matrice colonne Y des coordonnées du vecteur u(x) dans
la baseC s’obtient en multipliant la matrice A de u relativement aux basesB etC
par la matrice colonne X des coordonnées du vecteur x dans la baseB : Y = AX.

Exercice : On consid̀ere une application lińeaire u de E dans F donnée par sa
matrice relativement aux bases respectivesB et C des K-espaces vectoriels
E et F :

MCB(u) =

 +3 +4
−1 +1
+2 −2

 .

1. Déterminer dim(E) et dim(F).

2. Soit x le vecteur de coordonnées (4, 1) dansB, calculer les coor-
donńees dansC de u(x).

3. Déterminer Ker(u), Im(u), rg(u).

4. Soiente′1 = 3e1 + e2 et e′2 = −2e1 + 5e2, montrer queB′ = (e′1, e
′
2)

est une base de E, puis calculerMCB(u).

5. Soientf ′1 = −f1 +f3, f ′2 = 2f1−f2 +2f3, f ′3 = f1−f2 +f3, montrer
queC ′ = (f ′1, f

′
2, f

′
3) est une base de F. Déterminer les coordonnées de

f1, f2, f3 sur cette base, puis calculerMC′B(u) etMC′B′(u).

8.1.5 Transposition

DEFINITION 8.9 SoitA = (aij) une matrice de type (n, m), on appelletrans-
pośeede A et on noteAt la matrice(a′ij) de type (m, n) d́efinie par :

∀(i, j) ∈ [1,m]× [1, n], a′ij = aji.

Par exemple,

 +3 +4
−1 +1
+2 −2

t

=

(
+3 −1 +2
+4 +1 −2

)
.

PROPOSITION 8.3 On donne ici quelques propriét́es de la transposition.

1. Quelle que soit la matrice A, on a(At)t = A.

2. Si A et B sont deux matrices de type (n, m), on a(A+B)t = At +Bt.

3. Si A est une matrice etλ un scalaire, on a(λA)t = λAt.

4. Si A est une matrice de type (n, m) et B une matrice de type (m, p), on a
(AB)t = BtAt.

5. Quelle que soit la matrice A, on arg(A) = rg(At).
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Démonstration : 1., 2., 3. sont totalementévidentes sur la d́efinition de la trans-
position.

4. est une v́erification de routine sur les expressions des différentes matrices, il
suffit de jouer avec les indices. Avant de se lancer dans le calcul, le lecteur
remarquera queBtAt a un sens carBt est de type(p,m) et At de type
(m,n), ce produit est donc de type(p, n) tandis queAB est de type(n, p).

5. peut se d́emontrer directementà partir de la d́efinition du rang d’une matrice,
mais cette d́emonstration est réserv́ee aux amateurs avertis. Mieux vaut en
savoir un peu plus long et utiliser la notion de matriceséquivalentes.

Exercices :

1. Vérifier que pour toute matrice A de type (n, m) les produitsAAt

etAtA sont possibles, montrer que ces deux matrices sont carrées et
symétriques, donner le type de chacune d’elles.

2. Montrer qu’une matrice carrée A d’ordre n est syḿetrique si et seule-
ment siA = At.

3. On noteSn(K) l’ensemble des matrices carrées syḿetriques d’ordre
n à éléments dans K, etAn(K) l’ensemble des matrices carrées anti-
symétriques d’ordre ǹa éléments dans K.

(a) Montrer queSn(K) etAn(K) sont deux sous-espaces vectoriels
deMn(K) et donner leurs dimensions.

(b) Montrer queMn(K) = Sn(K)⊕ An(K).

(c) Donner la d́ecomposition sur cette somme directe dansM3(R)

de la matrice

 +1 +5 −3
−3 +2 +3
+1 −1 −3

.

8.2 Matrices carrées

On rappelle queMn,n(K) se note, par simplification,Mn(K). Tout ce qui
a ét́e fait dans la première section s’applique en particulieràMn(K). Mais on
convient de prendre maintenantE = F etB = C.

8.2.1 Structure

THEOREM 8.4 Soient E un K-espace vectoriel etB = (e1, ..., en) une base de
E, alors :

1. Mn(K) est une K-alg̀ebre
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2. MB :
L(E)→Mn(K)
u 7→MB(u) = MBB(u)

est un isomorphisme d’algèbres.

Démonstration : c’est une reformulation des théor̀emes ? ? et ? ?.

PROPOSITION 8.4 L’ élément unit́e deMn(K) est la matrice associéeà l’iden-
tité de E. Cette matrice est :

1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

 ,

on la noteIn ou I.

Démonstration :́evident, carf ◦id = id◦f = f et il suffit de passer aux matrices
assocíeesà l’aide de l’isomorphisme préćedent�

PROPOSITION 8.5 Dès quen ≥ 2, le produit de matrices dansMn(K) est
non-commutatif et la matrice 0 admet dansMn(K) des diviseurs.

Démonstration : pourn = 2, on prendA1 =

(
1 1
0 0

)
, B1 =

(
1 0
1 0

)
,

alorsB1A1 =

(
1 1
1 1

)
et A1B1 =

(
2 0
0 0

)
. Pourn > 2, on prend

A =

(
A1 0
0 0

)
, B =

(
B1 0
0 0

)
(décomposition en quatre blocs des

matrices A et B), alorsBA =

(
B1A1 0
0 0

)
etAB =

(
A1B1 0
0 0

)
.

Pour les diviseurs de 0, il suffit là encore de donner un exemple, or on vérifie
aiśement que le produitE11Enn est nul, ou m̂eme que le carré (E1n)2 est
nul�

On remarque que dans le casn = 1, les lois deM1(K) sont celles de K,
M1(K) est donc un corps isomorpheà K, que l’on confondra souvent avec K.

On va maintenant exhiber deux sous-algèbres particulìerement importantes de
Mn(K). Elles constituent le coeur de la théorie de la ŕeduction des endomor-
phismes.

On rappelle qu’une matrice carréeA = (λij) est dite diagonale si tous les
termes en dehors de la diagonale principale sont nuls. La matriceMB(u) est donc
diagonale si et seulement si l’endomorphisme u transforme chaque vecteur de la
baseB en un vecteur proportionnel, i.e. :

∀i ∈ [1, n],∃λi ∈ K, u(ei) = λiei.
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Dès lors,MB(u) =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... λn

.

Il est immédiat que la somme et le produit de deux matrices diagonales sont
encore des matrices diagonales, de même le produit par un scalaire d’une matrice
diagonale est encore une matrice diagonale.

PROPOSITION 8.6 L’ensemble not́e Dn(K) des matrices diagonales carrées
d’ordre n à coefficients dans K est une sous-algèbre commutative deMn(K).

Les matrices de la forme


λ 0 ... 0
0 λ ... 0
... ... ... ...
0 0 ... λ

 = λI sont des cas particuliers

de matrices diagonales, on les appellematrices scalaires. On a une injection na-
turelleλ 7→ λI de K dansMn(K) qui est un morphisme d’algèbres. A l’aide de
cette injection on identifie parfois leséléments de K et les matrices scalaires, en
écrivantλ au lieu deλI.

On rappelleégalement qu’une matrice carrée T = (tij) est dite trigonale
inférieure si on a∀(i, j) ∈ [1, n], i < j ⇒ tij = 0.

Exercice : SoitB = (e1, ..., en) une base d’un K-espace vectoriel E, on pose,
∀i ∈ [1, n], Ei le sous-espace vectoriel de E engendré par{ei, ei+1, ..., en}.
On consid̀ere enfin uńelément u deL(E).

1. Montrer l’équivalence des propositions suivantes :

(a) MB(u) est trigonale inf́erieure

(b) ∀i ∈ [1, n], u(Ei) ⊂ Ei.

2. En d́eduire que la somme et le produit de deux matrices trigonales
inférieures sont des matrices trigonales inférieures, ainsi que le produit
par un scalaire d’une matrice trigonale inférieure.

Les ŕesultats de cet exercice peuventégalement se d́emontrer̀a l’aide du seul
calcul matriciel.

PROPOSITION 8.7 L’ensemble not́eT−n (K) des matrices carŕees d’ordre n,̀a
coefficients dans K, trigonales inférieures est une sous-algèbre deMn(K).

On remarque queT−n (K) n’est pas commutative dès quen ≥ 2 et queDn(K)
estégalement une sous-algèbre deT−n (K).
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8.2.2 Matrices inversibles

Soit A ∈ Mn(K), on dit que A estinversible s’il existe une matriceA′ ∈
Mn(K) telle queAA′ = A′A = I. Si A’ existe, elle est unique, on l’appelle
l’ inversede A et on la noteA−1.

THEOREM 8.5 L’ensemble not́eGLn(K) des matrices inversibles deMn(K)
est un groupe multiplicatif d’élément neutre I. De plus, si A et B sont deux matrices
inversibles deMn(K), alors(AB)−1 = B−1A−1.

THEOREM 8.6 SoitA ∈Mn(K), les conditions suivantes sontéquivalentes :

1. A est inversible

2. At est inversible

3. les lignes de A (considérées comme vecteurs deKn) sont lińeairement ind́ependantes

4. les colonnes de A (idem) sont linéairement ind́ependantes

5. A est de rang n.

Démonstration : (1.⇒2.) en effet,AA−1 = A−1A = I impliquent par transposi-
tion (A−1)tAt = At(A−1)t = I, doncAt est inversible et(At)−1 = (A−1)t.

(2.⇒1.) idem, eńechangeant les rôles deA etAt, puisque(At)t = A.

(1.⇔4.⇔5.) en revenant aux applications linéaires, ces applications signifient
qu’un endomorphisme est inversible si et seulement si il est surjectif, ce qui
est vrai en dimension finie.

(2.⇔3.) en effet, les lignes de A ne sont autres que les colonnes deAt.

(1.⇔4.) synonyme par transposition de (2.⇔3.)�

Exercice : D́eterminer lesquelles des matrices suivantes sont inversibles :

(
1 3
2 4

)
,(

+2 −4
−1 +2

)
,

 +1 +0 +2
+3 −1 +1
−2 +4 +3

,

 +1 +2 +3
−1 +3 +2
−5 +9 +4

.

8.3 Changement de bases

8.3.1 Les personnages

Dans un espace vectoriel E, on dispose d’une baseB = (e1, ..., en) que l’on
qualifie d”’ancienne base”. Dans ce même espace vectoriel on en choisit une autre
B′ = (e′1, ..., e

′
n) qu’on appellera ”nouvelle base”. En bonne logique, les nouveaux

vecteurs de basee′1, ...,e′n sont donc d́efinis par leurs coordonnées sur l’ancienne
base.

120



DEFINITION 8.10 On appellematrice de passagede la baseB à la baseB’ la
matrice P, carŕee d’ordre n, dont la j-̀eme colonne est forḿee des coordonńees du
vecteure′j deB’ relativementà la baseB, pour tout indice j, i.e. siP = (pij) on a
∀j ∈ [1, n], e′j =

∑n
i=1 pijei.

Exemple : Poure′1 = 3e1 + e2 et e′2 = −2e1 + 5e2, alorsP =

(
+3 −2
+1 +5

)
est

la matrice de passage de(e1, e2) à (e′1, e
′
2).

Le lecteur est invit́e à bien faire attention au fait que dans le système de
définition, les vecteurs de la nouvelle base sontécrits ”en ligne”, alors que dans la
matrice de passage ils sontécrits ”en colonne”.

On reprend les notations préćedentes. P est la matrice par rapportà la base
B de l’application lińeaire qui transformee1 en e′1, e2 en e′2, ..., en en e′n. Cette
interpŕetation, si elle permet de vérifier qu’on se souvient bien de ce qu’est la
matrice d’un endomorphisme, et même d’un automorphisme, ne sera que de peu
d’intér̂et par la suite. Beaucoup plus fructueuse sera la deuxième interpŕetation.

Pour tout indice j, la j-̀eme colonne de P est l’expression du vecteure′j sur
l’ancienne baseB. P est donc la matrice de l’application identité de E, lorsque E
est reṕeŕe au d́epart par la baseB’ et à l’arrivée par la baseB : P = MBB′(id).

Il faut faire tr̀es attentioǹa l’ordre dans lequel doiventêtre prises les bases :
les transformations des vecteurs de départ se placent ”en colonne”, ce sont donc
les nouveaux vecteurs de base et ils se repèrent sur la base d’arrivée, i.e. sur les
anciens vecteurs de base. Tout rentre dans l’ordre avec la notationMBB′, puisque
l’on a convenu d’indiquer la seconde base avant la première.

THEOREM 8.7 SoientB etB’ deux bases de E, P la matrice de passage deB
à B’ et P’ la matrice de passage deB’ à B, alors PP ′ = I et P ′P = I, i.e.
P ′ = P−1.

Démonstration : en effet, si l’on considère le diagramme
E

id→
P

E
id→
P ′

E

B′ B B′
,

en passant aux matrices associées relativement aux bases indiquées, on a
alors :

MB′B(id).MBB′(id) = MB′B′(id),

i.e.P ′P = I ; de m̂eme pourPP ′�

Réciproquement, soient P une matrice inversible d’ordre n etB une base de E,
alors P est la matrice de passage de la baseB en une unique baseB’, d’après la
premìere interpŕetation d’une matrice de passage.
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8.3.2 Action sur les coordonńees

Soit x unélément de E, on note X la matrice colonne de ses coordonnées dans
l’ancienne baseB et X’ la matrice colonne de ses coordonnées dans la nouvelle
baseB’. Commex = id(x), on aMB(x) = MBB′(id).MB′(x), donc si P est la
matrice de passage de la baseB à la baseB’, on obtient :

X = PX ′.

Une fois de plus, il faut faire attentioǹa l’ordre. On dispose de la matrice de
passage de l’ancienneà la nouvelle, on connaı̂t donc les nouveaux vecteurs de base
en fonction des anciens. Mais ce sont les anciennes coordonnées que l’on exprime
en fonction des nouvelles̀a l’aide de cette matrice de passage. C’est d’ailleurs
dans ce sens qu’elles seront le plus souvent utiles. Evidemment on peut, si cela
est ńecessaire, exprimer X’ en fonction de X :X ′ = P−1X.

Exemple : Soient E un plan vectoriel euclidien etB = (~i,~j) une base ortho-
normée de E, on poseB′ = (~i′,~j′) la base obtenue en effectuant sur la base

B une rotation d’angleθ. Soit~u un vecteur de E de coordonnées

(
x
y

)
sur

B et

(
x′

y′

)
surB′, on a :

~i′ = rθ(~i) = cos(θ)~i+ sin(θ)~j,
~j′ = rθ(~j) = rθ+π

2
(~i) = − sin(θ)~i+ cos(θ)~j.

La matrice de passage deB àB’ est donc :

P =

(
+ cos(θ) − sin(θ)
+ sin(θ) + cos(θ)

)
.

On a

(
x
y

)
= P

(
x′

y′

)
, i.e.

(
x
y

)
=

(
x′ cos(θ)− y′ sin(θ)
x′ sin(θ) + y′ cos(θ)

)
.

8.3.3 Action sur les matrices

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u unélément
deL(E, F), si E et F sont munis chacun d’une base,B = (e1, ..., em) pour E et
C = (f1, ..., fn) pour F, alors l’application lińeaire u s’exprimèa l’aide d’une
matrice que l’on a notéeMCB(u). Il est clair que si l’on change la baseB pour une
baseB’ et la baseC pour une baseC’, la matrice de u relativementà ces nouvelles
bases vâetre en ǵeńeral toutà fait différente de la préćedente. Le problème pośe
est donc de connaı̂tre le lien entre ces matrices.

122



On note P la matrice de passage deB àB’ et Q celle deC àC’. On note aussi
A = MCB(u) etA′ = MC′B′(u), et on consid̀ere le diagramme suivant :

E
(B′)

u→
A′

F
(C ′)

idE ↓ P Q ↓ idF
E
(B)

u→
A

F
(C)

.

On aidF ◦ u = u ◦ idE, donc en passant aux matrices associées relativement aux
bases indiqúees dans le diagramme,MCB′(idF ◦u) = MCC′(idF ).MC′B′(u) = QA′

et MCB′(u ◦ idE) = MCB(u).MBB′(idE) = AP doncQA′ = AP , ce qui peut
encore s’́ecrire :

A′ = Q−1AP.

Encore une fois, il faut faire attentioǹa la place des diff́erentes matrices.

8.3.4 Matriceséquivalentes

DEFINITION 8.11 Deux matrices A et A’ de type (n, m) sont diteséquivalentes
s’il existe une matrice inversible R carrée d’ordre n et une matrice inversible S
carrée d’ordre m, telles que :

A′ = RAS.

Cette d́efinition est bien entendu directement inspirée par la formule préćedente.

PROPOSITION 8.8 Si A est la matrice d’une application linéaire u de E dans
F relativement̀a deux basesB etC, alors A est́equivalentèa A’ si et seulement si
A’ est la matrice de u par rapport̀a des basesB’ et C’ de E et de F.

Démonstration : on suppose A’équivalentèa A, doncA′ = RAS. S étant in-
versible d’ordre m, c’est la matrice de passage de la baseB à une base
B’ de E. De m̂eme,R−1 est la matrice de passage de la baseC à une
baseC’ de F. Alors la matrice de u par rapport aux basesB’ et C’ est
(R−1)−1AS = RAS = A′.

Réciproquement, siA = MBC(u) etA′ = MC′B′(u), on a alorsA′ = Q−1AP , il
suffit donc de prendreQ−1 = R, P = S�

Exercice : Utiliser la proposition préćedente pour en d́eduire que deux matrices
équivalentes ont le m̂eme rang.
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8.3.5 Matrices semblables

Dans le cas des matrices carrées, la notion de matriceséquivalentes perd une
grande partie de son intér̂et, car on a l’habitude d’asocier,à une matrice carrée,
un endomorphisme relativementà une baseB, la même au d́epart et̀a l’arrivée. Il
faut donc adapter la définition pŕećedentèa ce cadre plus restrictif.

DEFINITION 8.12 Deux matrices A et A’ carrées d’ordre n sont ditessem-
blabless’il existe une matrice inversible P carrée d’ordre n telle que :

A′ = P−1AP.

PROPOSITION 8.9 Si A est la matrice d’un endomorphisme u de E par rapport
à une baseB, alors A’ est semblablèa A si et seulement si A’ est la matrice de u
relativement̀a une baseB’ de E.

Démonstration : laisśee au lecteur, qui doit seulement adapter celle de la propo-
sition ? ?.
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