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Chapitre 1
Geéneralités

On rappelle dans ce chapitre les noti@t@mentaires d’ensembles et d’appli-
cations ainsi que les principales praggis qu’une loi de composition est suscep-
tible de poséder. Il s’agit d’'un chapitre regroupant bon nombre de noti@is d
connues depuis longtemps par le lecteur. Pour cette raisongfesrdtrations
les plus faciles seront omises et les plus difficiles admises. Enfin, on & ajout
appendice d’'arithietique qui se concentre sur la notion dasndmbrabilié. A ce
propos, le lecteur est in@t revoir de lui-néme les principalesadinitions et pro-
prietes de I'analyse combinatoire.

1.1 Ensembles

Les notions dénsemble d’appartenanceet d’égalité ne se éfinissent pas,
on admettra donc quec E (qui se lit a appartierd E, ou a estléement de E) est
une notation comprise de tous, ainsi que égationa ¢ E. De meme, A = B
signifie que les objets A et B sontidentiques et donc, s’il sS’agit d’ensembles, qu’ils
sont fornés des ramestlements.

DEFINITION 1.1 Soit E un ensemble, on dit qu’un ensemble X espanige de
E (ou unsous-ensemblde E) si touttlement de X estléement de E. On dit aussi
gue X estnclus dansE et on note :

(XCE)e(EoX)e Vr,re X =2 €F).

SiX C EetX # Eon peut peciserX ¢ E.

On admettra que toutes les parties de E forment un nouvel ensemple not
P(E), i.e.:
XCE&s XeP(E).
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On admettra de Béme I'existence d’'un ensemble ne contenant a@ement,
note @ (ensemble vid¢. On a donc pour tout ensemble E :

Vey,re=>xckl,

i.e.@ C E.Onditque X est unpartie propre de EsiX C £, X # 0, X # E.
Une partie X d’'un ensemble E peut setekminer en gréral de deux facons :

1. enextension: X = {2,3,5,7}
2. encompréhension: X = {n € N /n < 10 et n premier}.
DEFINITION 1.2 Si X et Y sont deux parties de E, c#fidit :

XUY={reF/reXouzeY}letXNY={zrecFE/rec XetxeY}.

X UY (respectivement - resp.X NY’) s'appelleréunion (resp.intersectior) des
parties X et Y.
SiXNY =, onditque X et Y sortisjointes

Ces notions seéageralisent au cas d’un ensemble quelconque de parties. Si P
est une partie d®(E), i.e. un ensemble de parties de E, on note :

NxepX ={z € E/NX e Pre X} etUxcp X ={x € E/3X € P,x € X}.

DEFINITION 1.3 Si X C F, on cfinitCy(X) = {zr € E/z ¢ X};onle
note aussiX” ou X. Cz(X) s’appelle lecompEmentaire dan<E de la partieX,
la derniere notation sera utilise lorsque le&ferentiel E seravident.

DEFINITION 1.4 SiX Cc EetY C FE, on cefinit :
X\Y={zeFE/recXetx ¢ Y}

X\Y s’appelledifféerencede X et deY'.
DEFINITION 1.5 Soient E un ensemble et P une partieRl&), on dit que :

1. P esturrecouvrementde E si:
Vee F, 3 X e Pxre X

2. P estungartitionde E si:

(a) P estunrecouvrementde E
(b) @ ¢ P
CVXeP,VYeEP,XAY=XNY =0.
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Une partition est donc un recouvrement ne contenant pas la partie vide, et dont
lesélements sont deux deux disjoints.

DEFINITION 1.6 Soient E et F deux ensembles, on appeiteuit cartesiende
E etFetonnote kF:

ExF={(x,y)/x € Eety e F}.
La notion decouple(x,y) ne se dfinit pas, mais &rifie :
(z,y) = (2,y) & x=2a"ety=y.

Plus geréralement, on &ffinit le produit casien de k ensembles E.., E;
par :
Eix. . xE, = {([I)l, ,xk)/‘v’z S [1,]6],272 S Ez}

L’ égalie de deux kdplets se cfinit de néme par legalig de toutes les compo-
s%ntes de@merang.SE; = Fy, = ...= E, = E, E X E x ... X E se note aussi
E".

Méme siF; = Es, il ne faut pas confondre (x, y) et (y, X) (saufis& x) ainsi
que (X, y) efx, y} (surtout siy = x).
PROPOSITION 1.1 Soient E un ensemble, A, B, C des parties quelconques de
E,ona:

1. Op(A)=A
AUA=AetANA=A
AUB=BUAetANB=BNA
AU(BUC)=(AuB)UCetANn(BNC)=(ANnB)NC
AUu(BNC)=(AUB)N(AuC)etAN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Cp(AUB) =Cg(A)NCg(B)etCr(ANB) = Cr(A)UCg(B)
7. AUB=A& BCAetANB=A< ACB.

Démonstration : admise (par analogie avec les symboles logiques, @sengs
ici)

o g bk wbd

1.2 Applications

DEFINITION 1.7 Soient E et F deux ensembles, on dit que f esfoametion de
E vers F si touélement x de E est en relation par f avec au pluei@ment y de
F. Cetélement, lorsqu’il existe, est rf(x).

L’ensemble des x de E pour lesquels f(x) existe s’appaiemble deé&finition
de la fonction f et se note Def(f).



Sif est une fonction de E vers F eti3¢ f(f) = E, f sS’appelle unepplication
de E vers F et on note :
E—F

z— flx)

Une fonction de E vers Fé&linit une application sur le domaine defitition
de cette fonctiona valeurs dans F. Nous ne corggigrons donc par la suite que
des applications.

Soit A une partie d'un ensemble E, : © € A — x € E est une application
de A dans E. On I'appelle injection canonique de A dans EA Si F, iz se note
gereralement Ig et s’appelle application identique adentité de E.

SoitA C E, pa: E — {0,1} définie par :

f:

Ve € A palx)=1
Ve € E\A,pa(x)=0

est une application appa carad@ristique de A.

L’ égalie de deux applications esgfalie de leurs ensembles demhrt, de
leurs ensembles d’ar@e et de leur relations. Il est par cégsient fondamental
de ne pas confondre les quatre applications suivantes :

R— R RT— R R— R* Rt — RT

g1 xt—>x2’g2' I 12 , g3 - 7 72 y 43 ¢

T — x?
On appellesuite d’élements de E toute application d’'une partieNeans E.
Si cette partie d& est finie, on dit que la suite est finie.

DEFINITION 1.8 Soient f une application de E vers F et A une partie de E,
I'application noge f, définie par :

A—F
4 2o f(a)

s’appelle larestrictionde fa A.
Réciproquement, soient g une application de A vers F et f une application de
E vers F, sifj4 = g on dit que f est uprolongemenide ga E.

f est donc, bien entendu, un prolongement de sa restriatdnMais, si on se
donne une application de A vers F, il existe plusieurs prolongements possibles en
une application de E vers F¢d que F a plus d’'ualéement et A diferent de E). On
verra ulerieurement des exemples permettant d’obtenir, sous certaines conditions,
l'unicité du prolongement.
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DEFINITION 1.9 Soient E, F et G des ensembles, on coirgidine application
f de E vers F et une application g de F vers G. On appetlmpogede g et f et
on note gf I'application de E vers G dfinie par :

Vr e E, (g0 f)(x) = g(f(x)).

Bien noter que Ecriture @f signifie que I'on effectue d’abord I'dgration

x +— f(z) puis I'opérationf(z) — g(f(x)).
Sif: E— F,alorsfoldg = fetldrof = f, maissikl # F il ne s'agit
pas dans les deux cas de |lé@mme application ident

PROPOSITION 1.2 Soientf : E — F,g: F — Geth:G — H, alors:

ho(gof)=(hog)of,
et I'on note simplementdgof cette application de E vers H.
Démonstration : triviale
DEFINITION 1.10 Soitf: F — F,onditquefest:
1. injective(ou est unénjection) si 'une des prop@teséquivalentes suivantes
est \erifiee :

(@) Vo, 2’ € E, f(z) = f(2') = x =2
(b) Vz,2' € E,x # 2 = f(x) # f(2')

(c) pour tout y de F, Bquation en xy = f(z), a au plus une solution
dans E.

2. surjective(ou est unesurjection) si elle \erifie la propriéte suivante :
Yy € F,3x € E,y = f(z).

3. bijective(ou est undijection) si elle esta la fois injective et surjective, i.e.
si elle \érifie :
Vye F,3z € E,y = f(x).
Exercices :
1. Soitf : R\ {1} — R définie parz — 3=l Est-elle injective ?
bijective ?
2. Soitf : R — R définie parz — 3. Montrer que f est bijective.

3. Soientf : £ — F etg: F — G. Montrer que si f et g sont injectives
(resp. surjectives, bijectives) il en est démme de gf. Montrer que
si gof est injective (resp. surjective) alors f est injective (resp. g est
surjective).
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DEFINITION 1.11 Soitf : E — F, on dit que f estnversibles’il existe une
applicationg : ' — FE tellequefog=Idretgo f = Idg.

On peut @finir 'inversibilité a droite (respa gauchej I'aide de la prengre
(resp. la secondé&galié.
THEOREM 1.1 Soitf : F — F, festinversible si et seulement si f est bijective,

I'application g de la @finition piecdente est alors unique, on I'appelle applica-
tion réciproquede f. On la notef !, c’est une bijection de F sur E. Elle eg#fthie

par :
V(z,y) e Ex Fx = f"'(y) &y = f(z)

Démonstration : si f est inversible, Adet Id; étant bijectives, I'exercice 1.1.1
montre que f et g sont bijectives. De plus, g est unique cavgi = Idy et
foqg = Idpalors:

g=goldp=go(fog)=(gof)ogd =Idgog =g
Réciproquement, si f est bijective on a :
Vye F,dlz € B,y = f(x).

Cette condition permet definir une application g de F dans E en associant
a tout y de F l'unique x de E tel qug = f(x). Ainsi, siy = f(z), on a
x = g(y). Par congquent :

Vye F,(fog)ly) = f(x) =yetVz € E,(go f)(z) = g(y) = 2]

PROPOSITION 1.3 Soientf : F — F etg: ' — G, sif et g sontinversibles,
alors gof est inversible et 'on a :

(gof)t=flog ™l

Démonstration : il suffit en effet de calculér o gt ogo fetgo fo flog

DEFINITION 1.12 Soit E un ensemble, | un ensemble appaisemble d’in-
dices On appellefamille d’élements de Endéxée par | toute application de |
dans E. Sic : i — (i) est une telle famille, on note kimage de i par x e{x;);cs
cette famille.

Attention, une famille n’est pagigessairement injective. A deux indices eli#ints

peuvent correspondre leémeélement de E.
Si (A;)ier est une famille de parties d’'un ensemble E, on convient de noter :

Uietdi = {ze€E/Jiel,xec A}
NictAd; = {[EEE/VZEI,J]GAZ}
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DEFINITION 1.13 Soientf : ¥ — F,AC E,BC F;

1. on appellamage directede A par f et 'on note f(A) la partie de Fafinie
par :
fA)={y e F/ar e A,y = f(x)}.
2. on appellemage &ciproquede B par f et 'on note f'(B) la partie de E
définie par :
f7(B) ={z € E/f(x) € B}.
Ces notations sont quelque peu abusives, en particulié@B¥ ne pejuge pas
de I'existence de I'applicatioréciproque de f. Evidemment, si f est inversible

onaf~'({y}) = {f~'(y)}, ce qui en quelque sorte justifie la notation. Mais en
géréral f~'({y}) peutétre vide ou contenir plus d’'uglement.

PROPOSITION 1.4 Soientf : E — F, A et A’ des parties de E, B et B’ des
partiesde F;ona:

1. ACA = f(A) C
CFAUA) = f(A

AC fYB)& f(A)CB
LA CfHS(A)
9. f(f~\(B)) C B.
Exercices :
Démontrer les neuf pro@és de la proposition predente.

0 N O U~ WN
kﬁ
L
Sy
D)
%
I
L
=

1.3 Lois de composition

DEFINITION 1.14 Soient E, F, G trois ensembles, on appdtiede compo-
sition définie sur ExF a valeurs dans G toute application de<E vers G. Si
z = f((x,y)), on convient &crire z = 2 Yy (QUx * y,  + y, Y, ...). X et y
s’appellent lesermeset z lerésultatde I'opération Y.

Si F' = G, laloi est diteexternesur F dedomaine d’oferateursE.

SiE = F = G, laloi est diteinterne sur E et on note en abrg (EY).

Exemples :
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1. Dansk (ou N, Z, Q) les lois usuelles + et . sont des lois internes.
2. DansP(E) les loisU etn sont des lois internes.

3. Dansl'ensemble des applications de E vers E, la composigshune
loi interne.

DEFINITION 1.15 Soit (EY) un ensemble muni d’une loi de composition in-
terne ; on dit que :

1. T estassociativgdans E) si :
Va,y,z € B, (xYy)Tz =z (yYz)
2. x ety sonpermutablegpour Y) si:
Yy =yTx

X estcentral si :
Vye E, 2Ty =yTx

3. T estcommutative(dans E) si :
Ve,y € E, 2Ty =yTx
4. e esélement neutresi :
Ve e E,eTe=xTe=x
5. aestréguliersi:
Ve,ye E,aYe=aYy=zr=yetzYa=yTa=2x=y

6. i estidempotentsi :
1Yi=1

7. si (E)Y) admet urélement neutre e, on dit que X’ estnetriquede X Si :
22 =a'Tr=e
8. A C FE eststablepourY si:
Ve,ye A,zTy € A

(on peut donc dfinir une loi induite sur A que I'on noteégéralement par
le meme symbole).
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THEOREM 1.2 (regles de parent@tsage)
Si T est une loi de composition interne associative sur E, alors dans toute
succession d’agrations on peut regrouper tels termes ceastifs que I'on veut,
et les remplacer par leurgsultat, sans changer I&sultat final. Si de plu¥ est
commutative, on peut effectuer les regroupements des termes que I'on veut.
Démonstration a la fois facile et fastidieuse
Exercices :

Démontrer lesé&sultats suivants (qui doiveétre connus) :

1. I’élement neutre, s'il existe, est unique

2. si la loi est associative et p@ske unélement neutre, le syatrique
d’'un élement, lorsqu’il existe, est unique ; cesultat est ené&réral
faux si la loi n’est pas associative

3. si la loi est associative, to@élement syratrisable (i.e. qui admet un
symeétrique) esté&gulier

4. si la loi est associative et si x et y sont $tnisables, alorsRy est
symetrisable : quel est son sytrique ?

5. toute intersection de parties stables est stableeszdtat est en@yeral
faux pour la eunion.

DEFINITION 1.16 Soit E muni de deux lois de composition interffest *, on
dit que * estdistributivesur Y si :

Ve,y,z € E,xx(yYz) = (zxy) Y (zxz) (& droite) et(y Y z)xx = (y*xz)Y (z+x) (& gauche).
Par exemple, dandi(+,.), la multiplication est distributive sur I'addition et
dans P(E),u,n), U est distributive sun etN I'est également suv.
DEFINITION 1.17 Soient (EY), (F*), fune application de E vers F; on dit que
f est unmorphismede (EY) dans (F*) si:
Va,y € B, f(2Ty) = f(z) * f(y).

Sif est bijective, on dit que f est iBbmorphisme

Si(E,Y) = (F,x*), on dit que f est uendomorphismeAttention, si = F
maisY # x, on ne parlera pas d’endomorphisme.

Un endomorphisme bijectif s’appelle aatomorphisme

THEOREM 1.3 Si f est un isomorphisme de (B, sur (F*), alors f! est un
isomorphisme de (F*) sur (E). On I'appelle lisomorphisme &ciproquede f.

Démonstration évident, en revenarit la cefinition de f!
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Soient (EY) et f une bijection de E sur un ensemble F, on pa&iing une loi
*sur F en posant :

Ve, t € Fozxt= f(fH2)TF 1))

f devient ainsi un isomorphisme de {B,sur (F,*). On dit alors qu’on aéali€ un
transport de structure.

Exemple : l'applicatiorog : R} — R est unisomorphisme dé( ,.) sur %,+),
I'isomorphisme éciproque se notamkp.

Par tradition, on n’emploie le symbole + que dans le cas d’une loi commutative
et associative. Element neutre et le sy@triqueéventuels se notent alors 0 et -x.

La méme tradition impose de n'employer le symbole . (ou rien) que dans le
cas d’'une loi associative. &lement neutre et le sy@trique éventuels se notent
alors 1 et x*.

Au lieu d’écrirez; + ...+, ouz;. ... .z, onécrira souven} " | x; etIl!  x;.

Soit I un ensemble fini d'indices,dcriture) ., _, x; ne pose pas de prahes;
par contre lecriturell,c;x; impose, si la multiplication n’est pas commutative,
gue I'on se soit donmun ordre total sur |. Par convention, la multiplication se fera
alors erécrivant de gaucha droite dans I'ordre des indices croissants.

1.4 Arithmeétique

1.4.1 Rappels de dfinitions et propriéteslementaires

DEFINITION 1.18 Soient a, b deux entiers quelconques, on dit gd&eb et
onécrita/ b s’il existe un entier k tel que= ka.

PROPOSITION 1.5 V(a,b) € N x N*,3!(q,7) € N*,a =bg+retd <r <b.
Déemonstration : admise

La pratique de cette division, apgeldivision euclidienng est suppaose connue
de tous.

DEFINITION 1.19 On dit que I'entier p est umombre premier(et on noteP
'ensemble des nombres premiers) s@rifie 'une des conditiongquivalentes
suivantes :

l.peN,p>1letVae N,alp=a=10ua=p
2.pe N,p>1letVa,be N,plab= plaouplb.

PROPOSITION 1.6 1. Toutentier su@rieura 1 a un plus petit diviseur s@pieur
a 1 et ce diviseur est premier.
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2. Si I'entier n n’est divisible par aucun nombre premier p tel gde< n,
alors n est premier.

3. P estinfini.
Démonstration évident pour les deux presaties propigtes, admis pour la troisme

THEOREM 1.4 Tout entier n sugrieur a 1 admet une factorisation unique en
facteurs premiersa I'ordre des facteurs s, i.e. :

Adlm e N*, 3 (p1,....pm) € P, p1 < pa < ... < Py M = P1P2... P

Démonstration : admis

On appelle exposant gec P dans n le nombre d’indices i tels que= p;. On
le note y,(n) : v,(n) est donc nul sauf pour un nombre fini de nombres premiers,
ce qui permet cécrire, avec la convention habituefie = 1, n = I,cpp**™, de
sorte que ce produit est en fait un produit fini.

DEFINITION 1.20 Soit (&, ..., a,) un n-uplet delements dev*,
1. il existe un unique entier non nul d tel que :

Vi € [1,n],d/a; et¥o € N, (Vi € [1,n],d/a;) = 0/d,

d s’appelle leplus grand diviseur commura a, ..., 8, et se noted =
PGCD(ay,...,a,)

2. il existe un unique entier non nul m tel que :
Vi € [1,n],a;/metVM € N, (Vi € [1,n],a;/M) = m/M;

m s’appelle leplus petit multiple communa a, ..., g, et se noten =
PPCM/ ay,...,an).

Il est d’'ailleurs facile de voir que si on pose, pour tout nombre premier p,
m(p) = min{v,(a;), i € [1,n]} et M(p) = max{v,(a;), ¢ € [1,n]}, alorsona:

d= Hpeppm(p) etm = HpeppM(p).

Pour rechercher le PGCD de deux nombres a et 3 (b par exemple), il suffit
donc d’effectuer la factorisation en nombres premiers de a et b et d’appliquer
le résultat pecedent. Dans la pratique, il est plus facile d’appliquer ketmode
suivante, dite algorithme d’Euclide.

Soita = bq + r le résultat de la division euclidienne de a par b, aloréa et
01b) < (d/betd ] a—bg). Par consquent,PGCD(a,b) = PGCD(b,r). Or
b<aetr <b:sir=0alors aestun multiple de b &GCD(a,b) = b, sir # 0
on itere le proécé en remplacant le couple (a,b) par le couple (b,r). Le PGCD de
a et b est donc le dernier rest&prdant le reste nul. Il suffit @tre patient puisque
les restes sont strictemer&aoissants.
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1.4.2 Denombrabilité

DEFINITION 1.21 Soit E un ensemble, on dit que E ssictement @nombrable
s'il existe une bijection de E sur N. On dit que E dehombrables’il est fini ou
strictement @nombrable.

En d’autres termes, un ensemble eshambrable si et seulement si on peut
numéroter seléments.

Exemples :

1.

N* est strictement @&ombrable. En effey : N — N* définie par
s(n) = n + 1 est bijective, par éfinition meme denN.

. Toute partie déeV est finie ou strictementahombrable. En effet, si

une partie A deV n’est pas finie, I'application quiin € N associe le
n-emeéléement de A, pour I'ordre usuel, est une bijectiondeur A.

En particulier, 'ensemble des nombres entiers naturels pairs est stric-
tement @hombrable, I'ensemble des nombres premiers est strictement

déenombrable...

. Z est strictement @&hombrable. En effet, I'applicatiofi : N — Z

définie parf(n) = % si n est pair et paf(n) = —2£* si n est impair
est une bijection dé&V surZ (le vérifier).

. N x N est strictement@&hombrable. En effet, 'applicatiofi: N x

N — N définie parf(p,n) = 2P3" est injective (le @rifier et conclure
d’apres I'exemple 2).

. %, eststrictement@hombrable. En effet, en choisissant le &sgntant

irréductible de toute fraction, on voit qGg, est en bijection avec une
partie deN x N. Par con8quent*. est en bijection avec une partie
de N (exemple 4).

. @ est strictement@&hombrable. En effet)? est en bijection aved/

et donc avecdV* (exemples 1 et 5). En sy&risant pour I'additiong)*
est en bijection aveZ* et en prolongeant en Q) est en bijection avec
7. Or Z est strictement&éhombrable (exemple 3). Par cénsient()
est strictement@&hombrable.

Ce dernier exemple est toatfait fondamental en analyse, bien que taut
fait contrairea l'intuition élémentaire, ce qui prouve que l'intuition est de peu de
secours dansétude des cardinaux infinis.

THEOREM 1.5 (Cantor)
R n’est pas @nombrable, et Bme, plus peciment :

Va,b € R,a < b,]a,b] n'est pas @rombrable.
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Démonstration : admis
COROLLARY 1.1 L’ensembler\(Q des nombres irrationnels n’est pasrbmbrable.

Démonstration : en effet, dk\(@ était cenombrable, on pourrait le mettre en
bijection avec”Z . Mais () peutétre mis en bijection avety* (exemples 1
et 6), et alorsR serait en bijection aveZ, ce qui contredit le thoeme de
Cantof]
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Chapitre 2

Structures

Par structure algbrique sur un ensemble E, on entend la éantfun nombre
fini de lois internes ou externes assujettegerifier un certain nombre de pro-
prietes.

La notion fondamentale dans ce chapitre est celle d’isomorphisme, i.e. de bi-
jection compatible avec les lois. En effet, si deux ensembles munis de structures
sont isomorphes, toute propt demontée dans I'un et qui negbend que de la
structure se transpose dans I'autréaide de I'isomorphisme.

2.1 Groupes

2.1.1 Ceneralites

DEFINITION 2.1 On dit qu’'un ensemble G muni d’une loi de composition in-
terne * est urgroupesi :

1. * est associative :
V(a,b,c) € G,(axb)*xc=ax (bxc)
2. *admet urélément neutre (G est donc non vide) :
Jdee G,Vae G,axe=exa=c¢e
3. toutélement possde un symetrique pour * :
Vae G,3d € G,axd =d xa=ce

Si de plus la loi * est commutative, on dit que (G,*) est un groop@mutatif
ou, plus souvent, un groudelien.
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D’apres les prop@tes geréerales des lois de composition internes, si (G,*) est
un groupe, lElement neutre est unique, ainsi que le gymgue d’'urélement quel-
conque. Le syrmtrique d'un compds est le compas dans I'ordre inverse des
synetriques. Touelément estéguliera gauche e droite. On en @duit donc :

PROPOSITION 2.1 Soienty, : G — G définie pary,(z) = axz eté, : G — G
définie pard,(x) = z x a, alors, quel que soit a appartenaaiG, v, etd, sont des
bijections de G sur G.

Exemples :

1. (Z.4),([RA), (R,.), (R, (@), @%,.), {-1,+1},.) sont des groupes
akeliens.

2. Si (G,.) est un groupe et E un ensemble quelconque, 'ensemble des
applications de E vers G est muni naturellement d’'une structure de
groupe, en dfinissant la loi ndte encore . par :

fg9:x— f(x)g(x).

C’est d’'ailleurs un des rares cas ibne faut pas noter le sy@trique de
fpar f~! a cause de la confusion aveeventuelle applicatioréciproque.

3. Si (G,.) et (H,.) sont deux groupesx® est muni d’'une structure de
groupe en dfinissant :

Y(z,y), (u,v) € G x H,(z,y).(u,v) = (z.u,y.v).

On dit alors que (GH,.) est le produit des groupes G et H. Ceci
s’étend bien &r au produit de n groupes.

Exercices :

1. SoitE = {e,a}, montrer qu’il existe une seule loi de groupe sur E
dont e est Elément neutre.

2. DansR* x R on pose(z,y) * (¢/,y') = (x2', % + zy’), montrer que
cette loi conérea R* x R une structure de groupe.

2.1.2 Sous-groupes

DEFINITION 2.2 Soient (G,.) un groupe et H une partie de G, on dit que H est
unsous-groupede G si :

1. H est stable :
Ve,ye Hxye H
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2. H muni de la loi induite, encore n&g ., a une structure de groupe.

PROPOSITION 2.2 Soient (G,.) un groupe et H une partie de G, les trois pro-
priétes suivantes soiguivalentes :

1. H estun sous-groupe de G

2.
H#©
Ve,ye Hxye H
Vee Ha e H
3.

H+#0
Ve,y e Hyoy '€ H -

Démonstration : circulaire

(1) = (2) et(2) = (3) sontévidents. On dmontre dond3) = (1) ce qui
prouvera léquivalence des trois proptes.

Comme H est non vide, il existe @wiement x de H et done.z~! € H (prendre
y = x dans (3)) d’'ai 1 € H. Par ailleurs, siy € H,onay! € H (prendre
r = 1dans (3)) etdone.(y')~! = z.y € H. Ainsi, H est stable.

Les axiomes de groupe sénfient alors imnédiatement, la loi est associative
(par restriction), elle admet uglément neutre 1, ety est l'inverse de y
dans H comme dans[G

Une partie stable d’'un groupe n’est pacassairement un sous-groupe. Par
exemple,N est une partie stable dé pour I'addition, mais ce n’est pas un sous-
groupe dez.

Pour cemontrer qu’un ensemble muni d’une loi est un groupe, on essaiera sou-
vent décrire que c’est un sous-groupe d’'un groupe connu, ce qui permeigtall
les cemonstrations.

Tout sous-groupe d’'un groupe &len est, bien entendu, @leen. Mais un
groupe non commutatif peut avoir des sous-groupes commutatifs propres.

Exemples :

1. Quel que soit le groupe (G,.), (G,.) ¢i.{,.) sont des sous-groupes de
(G,.); un sous-groupe distinct des deugrg@dents (s'il en existe) est
appeé sous-groupe propre.

2. (@Q,*) est un sous-groupe d& @), (Z,+) est un sous-groupe de (+)
et donc a fortiori de R,+).
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2.1.3 Morphismes

DEFINITION 2.3 Soient (G,.), (H,*) deux groupes, f une application de G dans
H, on dit que f est umorphisme de groupesi on a:

Va,y € G, f(zy) = f(x) * f(y).

Si f est bijectif, on dit que f est usomorphisme de groupesiG = H on dit que f
est unendomorphismeun endomorphisme bijectif s’appelle antomorphisme

DEFINITION 2.4 On appellenoyau du morphisme f, et on note Ker(f) I'en-
semble éfini par :

Ker(f) ={z € G/f(x) = 1u}.

DEFINITION 2.5 On appelleimagedu morphisme f, et on note Im(f) ou f(G)
'ensemble éfini par :

Im(f) ={y € H,3x € G,y = f(x)}.

Ces cafinitions sont conformes awéfinitions ? ?; le thoeme ? ? s’applique
dong, i.e. si f est un isomorphisme de G sur H, alofsést un isomorphisme de
H sur G.

PROPOSITION 2.3 Soit f un morphisme du groupe (G,.) dans le groupe (H,*),
alors :
1. f(lg) =1y etVx € G, f(z7) = [f(x)] !

2. I'image par f d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de H ; en particulier
Im(f) est un sous-groupe de H

3. I'image réciproque par f d’'un sous-groupe de H est un sous-groupe de G;
en particulier Ker(f) est un sous-groupe de G

4. festun morphisme injectif si et seulemerk’sir(f) = {15}.
Démonstration : en effet,

1.Vx € G, x.1¢g = z,donc f(z.1g) = f(z) * f(1g) = f(x) d'ou
par regularieé f(1g) = 1y ; de mémez.z~! = 7'z = 1 donc
fzx™') = f(x) * f(z7') = f(lg) = 1y, idema gauche, d'o
f@™h) = [f(@)]™!

2. Soit K un sous-groupe de G,on a:

Yyi,y2 € f(K),Jz1,20 € K, 1 = f(x1) €tys = f(x2)

doncy, *xy; - = f(z1) * [f(22)]! = f(z1.25") ; mais K est un sous-
groupe de G, done;.z; ' € K ety, xy, ' € f(K), d'ou f(K) est bien
un sous-groupe de H
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3. preuve semblable #trire)
4,

finjectif & (x#£y= f(x) # f(y))
& (ry ' #£le= f(@)«[f()] ' # 1a)
& (zy '#le= flay ") # 1)
& Ker(f) ={lg}X

Quand un morphisme rencontre un autre morphisme, la descendance est as-
suree, car :

THEOREM 2.1 Soient (G,.), (H,.), (K,.) trois groupes; si f est un morphisme de
G dans H et g un morphisme de H dans K, alos§ gst un morphisme de G dans
K.

Démonstration : la seule choaeEmontrer est quedd est un morphisme :
Va,y € G,gof(z.y) = g(f(z.y)) = 9(f(®).f(y)) = 9(f(2)).9(f(y)) = gof(x).gof (y)1]
THEOREM 2.2 Soit (G,.) un groupe; si Aut(G)asigne I'ensemble des auto-

morphismes de G, alors (Aut(@),est un groupe.

Démonstration : on saija que la composition est interne et associati@gthent
neutre est I'identé de G, le syratrique d’urélément est la bijectioréciproque
qui est bien un automorphisime

Si (G,.) est un groupe et f une bijection de G sur un ensemble H, alors on peut
transposer la structure de G suaHaide de f, en posant :

Vao,y € Hyay = f(f ' (2).f ' (v))-

f devient alors un isomorphisme de groupes.

2.2 Corps

DEFINITION 2.6 Soit un ensemble K muni de deux lois de composition internes
+ et *, on dit que (K,+,*) est urcorpssi :

1. (K,+) est un groupe &lien, délement neutre nét0 ou Q¢
2. * est associative et distributive par rappa@ri’addition, i.e.

ax(bxc)=(axb)xc

Va,b,c € K, a*x(b+c)=axbtaxcet(a+b)xc=axc+bxc
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3. * posede urélement neutre non nul, tl ou I et appeé élement unié
4. Vr e K* = K\{0}, 32" € K,z x2' =2" vz = 1.

Si de plus la multiplication est commutative, on dit que K estanps com-
mutatif.

Si (K,+,*) estun corps, (K*) est donc un groupe multiplicatif, qui esté@len
si et seulement si K est commutatif.

Exemples :

1. @, R, C' sont des corps commutatifs pour les lois usuelles
2. Q[v2] = {a+bV2,a,b € Q} estun corps commutatif (Iethontrer).

DEFINITION 2.7 Soit (K,+,*) un corps et k une partie de K, on dit que k est un
sous-corpgle K, ou que K est usur-corpsde k, si :

1. k est stable pour les deux lois + et *

2. 1x €k

3. k muni des deux lois induite€nfie les deux premsres propretes de la
définition precedente

4. Va € k*,a"! € k.

Par exempleR) est un sous-corps dg[\/2] qui est lui-néme un sous-corps de
R.

2.3 Autres structures

2.3.1 Espaces vectoriels

DEFINITION 2.8 Soit K un corps commutatif, on dit qu’un ensemble E a une
structure de Kespace vectoriedi

1. E est muni d’'une loi de composition interne + telle que (E,+) soit un groupe
abélien
2. E est muni d’'une loi externe de domaine dogteurs K, nate . \erifiant :

Ve € Elgx==x

VA € K \Ve,ye EXN(z+y) = z+ Ny
Vipu € KNVreE (A+p)x=\e+px
Vi u € K\Vxe E M(ux)=(A\u).z.
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On ne donne ici aucuneédinition ou proprett suppémentaire, la seconde
partie de ce courgtant consaée a cette notion. On peut toutefois remarquer
des maintenant que si K est un sur-corps commutatif du corps k, alors K est un
k-espace vectoriel, en congicint comme loi externe sur K la restriction de la
multiplication de Ka kxK.

2.3.2 Algebres

DEFINITION 2.9 Soit K un corps commutatif, on dit qu’'un ensemble E a une
structure de Kalgebresi :

1. E est muni d’'une structure de K-espace vectoriel

2. E est muni d’'une seconde loi interne @@k, telle que (E,+x) vérifie les

deux premiéres propretes de la éfinition ? ?
B.VAe K, Ve,ye E, M\ (x xy)=(Az) xy=xx(\y).
Exemples :
1. SiK estun sur-corps commutatif du corps k, alors K est une ébaéy

Il esta noter que la multiplication seét la fois comme loi interne et
comme loi externe.

2. M, (k) estune k-algbre pour les lois usuelle€finies sur I'ensemble
des matrices cages d’ordre n.
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Chapitre 3

Les corps des eels et des complexes

3.1 Nombres €els

La définition de R ne rekve pas de l'algbre mais de I'analyse. En effet, un
nombre eel appari comme la limite d’'une suite @&djuate de nombres rationnels.
On se contente donc ici de rappeler les preps algbriques fondamentales de
R.

THEOREM 3.1 R estarchimédieni.e. :
Va € R,Vx € R*,dn € N,a < nx.

Déemonstration évident et fondamental

R est aussi archiédien pour la multiplication :
Va € R,Vx € R,Vr > 1,dn € N,a < nx.

CommeR est totalement ordo@ on peut dfinir Vo € R, |z| = max(z, —z)
qui se litvaleur absolue On a alors :

Ve € R,|z|>0et|z]=0&2=0
Ve,y € R, |vy|=|z].y|
Ve,y € R o4yl < x|+ [yl
THEOREM 3.2 (de la borne sugrieure)

1. Toute partie ddR non vide et majare admet une borne sepeure.
2. Toute partie dd&R non vide et minage admet une borne ifieure.

Déemonstration : admis
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C’est en cela quR est convenable, cat = {z € Q% / z* < 2} est une partie
non vide et maja¥e de Q mais sans borne gugure dans Q, alors que A est a
fortiori majoree dandk et admet danR une borne sugrieure a savoir justement

V2.

THEOREM 3.3 (des segments eniiies)

Soit (T, )nen, 0U T,, = [an, b,], une suite d’intervalles ferés borrés, non
vides deR; si (T,),.en est cecroissante (i.e. s¥n € N, T,,; C T,), alors
NnenT,, st non vide. Si, de pluBm,,_., (b, — a,) = 0 alors cette intersection
se rleduita un point.

Démonstration : corgjuence du @oedent

Ce theoeme est faux pour le corgg, en prenant par exemple pouyy et b,
les valeurs approées par éfaut et par exes dey/2 210" pres.

3.2 Nombres complexes

3.2.1 Construction

SoitC' = {( Z ;b ) ,a,b e R} C Ms(R); alors, muni des lois usuelles

sur M,(R), C est un corps commutatif contena{( 8 2 ) ,a € R} qui est

un sous-corps d€ isomorphea R. De plus,i = ( (1) 0

Le lecteur scrupuleux peut se sentir fréstie construir€C a partir deM,(R)
non encore €fini. Cet exemple a toutefois learite de fixer les ides. On pesente
ci-dessous une construction plus formellpartir de notions&a presenges.

On consi@re uneR-algebre de dimension 2, de base (1, i) telle que 1 soit
element neutre pour la multiplication €t = —1. Par exemple, on consice R?
muni des lois suivantes :

) verifiei? + 1 = 0.

o o (z,y)+ (2,y) = (x+x’y+y')
V(x,y),(w,y)GR»( y).(2',y) = (v’ —yy',zy +2'y)

Le lecteur erifieraa la main queR? muni de ces deux lois est bien un corps
commutatif, quek x {0} en est un sous-corps isomorpnR que I'on confondra
avecR. De plusi = (0, 1) vérifiei? + 1 = 0. Tout couple (X, y) de&els peut alors
s'écrire(z,y) = x + iy aveci? = —1. En conclusion :

THEOREM 3.4 Il existe un corps commutatf, contenant un sous-corps iso-
morphea R, tel queC soit unR-espace vectoriel de dimension 2, dans lequel il
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existe une base (1, i) avet = —1. Ainsi toutélement z dé€C s’écrit de manére
unique sous la forme = a + ib, aveca, b € R. C s’appellecorps des nombres
complexes

DEFINITION 3.1 Soitz =a+ibe C,a,b € R,

1. a s’appelle lapartie réellede z et se note Re(z), b s’appelleplartie ima-
ginaire de z et se note Im(z),+ ib s’appelle alors laforme alggbriquede
z.

2. Re et Im sont des applicationséimires deC surR i.e. :

R(z+2") =R(z) +R(Z) etS(z+2') =

Im(z)+
/ Im(2)
Vz,2' € C,V\ € R, R(\2) = AR(2) et
Im(Az) = A
Im(z)

3. on appelle nombre complerenjugué de z, et on note, le nombre com-
plexe @&fini parz = a — ib. L'application z — Z est un automorphisme
involutif du corpsC, i.e. :

Ve, €Coz+ 2 =2+ 7,22 =27 etz = 2.

R(z) — %(2 +2),

z € Rez=zZs

z € iIRez=—-Z2&R(2)=0.

Siz € iR on dit que z esmaginaire pur.

DEFINITION 3.2 Siz € C, alorszz € R*; on appellemodulede z et on note
|z| le nombre &el positif|z| = /zZ.

Attention,/zZ a un sens mais pagz en cgréral : le symbole\/ n'a de sens
gue pour les nombregels positifs et dsigne la racine care arithnétique.

PROPOSITION 3.1 1. Siz € R, |z| n'est autre que la valeur absolue de z;
il N’y a donc pas incompatibil& de notation
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2. Vz € R, R(z) < |z] et

Im(z) < |z|
3. ]2]=02=0
22| = |2] ||
4.Vz,2 e C H:'?l'SiZ#O
’ Lz 2 <z + ]2
2] = |z]

5. Size 0¥, 271 = é
Démonstration : fort simple

1. siz € R,z = z etdonc|z| = V22 qui repésente bien la valeur
absolue de z

2. soitz =a+ibe C,a,b € R,onaalorgz| = vzz = Va2 + b2, d’ol
a < |a] <+a?+ b?, idem pour b

3 2l=0s 2 =0e22=0c (=0 0u(Z2=0) < 2=0
122/|° = 2227 = 222'7 = |2 |7/
prendrez’ = 1

2422 = (2 4+ 2)E+Z) =224 27 + 22/ 4+ 27 = |2]> + 2R(27) + |2

orR(z2) < 27| = |2| || d'ou |z + 2/|* < (|2 + |#/])?

5. 27 = |z|" donc siz # 0 on en @duitz % = 1, i.e.z™" = 5[

||

DEFINITION 3.3 SoitU = {z € C, |z| = 1}, alors d’apres les deux derares
propriétesU est muni d’une structure de groupe multiplicatif ; on I'appajleupe
unite de C.

3.2.2 Interprétation geometrique

Soit P un plan euclidiereel rappor a une base orthonogés, P sera consite
commeétant muni la fois de sa structure vectorielle et de sa structure affine.

DEFINITION 3.4 Soitz = x + iy un nombre complexe quelcongéerit sous
forme algebrique, on lui associe le point M ou le vectedh du plan P de coor-
donrees (x, y) dans le ré&pe consiéré d’origine O ; M ouOM s’appellenimage
de z et inversement z s’appetitfixe de M ouOM.

Le module de z n’est autre que la longueur du vectedf. De plus, cette
interpiétation ggonetrique est particuirement adapea la visualisation de I'ad-
dition des nombres complexes. En effet, si z est Iaffixedd et z’ I'affixe de
—_— . a7 . . ,
OM), alorsz + = est I'affixe du vecteuDM + OM’. Faire un dessin pour s’en
convaincre !
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DEFINITION 3.5 Soitz € C*, alorsé € U ; on appelleArgumentde z I'angle
de la rotation transformant le vectedr en le vecteur image dg et on appelle
argumentde z, nog arg(z), toute mesure de cet angle.

Le nombre complexe nul ne pasie pas d’argument. |l est toatfait fonda-
mental de remarquer que tout nombre complexe non nulepessn argument,
mais une infinié d’arguments @finisa 2kn pres.

Soitf un argumentde = x + iy # 0, on az = |z[ (5 + i) Ainsi, z peut
s’écrire :

z=x+1iy =|z| (cos@ +isinb).

Cette derrére écriture s’appelldorme trigonométrique du nombre complexe
z non nul. Il est donc facile de passer de la formeebtguea la forme trigo-

nometrique, mais ené@réral la cetermination exacte d’un tel anglene conduit

pasa des calculs akpriques.

PROPOSITION 3.2 Soientz, 2z’ € C* écrits sous forme trigonoatrique :
2z =|z| (cos@ +isinf), 2" = |2'| (cos @' +isinf'),

alors :
22" = |z| || (cos(0 4 ¢') +isin(0 +0"))
27l = é(cos(—&) + isin(—6)) ’

en d’autres termes :

arg(zz') = arg(z) + arg(z’)[27]
arg(z7!) = — arg(z)[27] '

Démonstration évident, car @sulte des formules classiques de trigogore

cos(f + 0') = cos B cos @ — sin O sin ¢’
sin(f + ¢') = sinf cos @' + cosfsin @’ -

THEOREM 3.5 (formule de Moivre)
Soitz = |z|(cosf + isind) un nombre complexe non nul, alors pour tout
entier relatifnon a:
2" =z|" (cosnf + isinnd).
Démonstrationa I'aide d’'un raisonnement pageurrence, aussi bien pour> 0
que poum < 0, a I'aide des propétes pecdentes.
On convient de noter tout nombre complexe de module 1 sous la forme?

(exponentielle complexe), U est un Argument de z. Les formulesepedentes
prennent alors la forme simple suivante :

oy : y o » ) )
619619 _ ez(9+9)’ (ezG) 1 _ e 29’ (629)71, _ ezn@)vn e
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De plus, des relations’ = cos + isinf ete™ = cosf — isin§ on deduit les
formules suivantes, appids formules d’Euler :

¢t 4 =it ol _ p—if
cos = —etsinf = ———
2 21

Les formules de Moivre et d’Euler permettent devbntrer aisment un grand
nombre d’identiés trigonorgtriques. On en donne deux exempletitre d’exer-
cices.

Exercices :

1. Soitn € N*, calculercos nf en fonction de:os 4.
2. Calculer, en fonction de X{ = 1+ cosx + cos 2z + ... + cos(n — 1)z

(indication : poselS = 1+sinx +sin 2z + ... +sin(n — 1)z et calculerC +¢.5).

3.2.3 Resolution desequations

THEOREM 3.6 Soitz € C* un nombre complexe non nul quelconque, alors z a
exactement deux racines caas opposes, i.e. deux hombres complexes z’ et z”
solutions de lequationen Z 7?2 = ».

Démonstration : de deux mames

1. on suppose &crit sous forme algbriguez = a + ib et on cherche
Z egalement sous forme @&griqueZ = z + iy, I'équationZ? = 2
s'écrit alorsz? — y? + 2izy = a + ib, i.e.

-y’ =a

& (=) =5
ry =1

> -y =a
2zy =0

2? et —y? sont donc les racineséelles) de BquationX? — aX —

¥ = 0 (en effet, le discriminant de cetéguation vaut? + b* qui est
strictement positif puisque z est non nul) : on obtient donc deux valeurs
possibles pour x et deux valeurs possibles pour y, mais attention, cela
ne conduit pas obtenir quatre racines cagas pour z, car la relation

xy = g induit une connexion entre les signes de x et de y, et donc
I'existence de deux racines caes opposes:]

2. on suppose &crit sous forme trigonoatriquez = pe® et on cherche
Z egalement sous forme trigon@miqueZ = re', I' équationZ? = =
s'écrit alorsr2e?™ = pe' i.e.

r? = pet2a = 0[2n]
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d'olr = \/p eta = ¢ [x] (ne pas perdre de vue que> 0) et donc

2= \/ﬁeig ety = \/ﬁei(g”) = —\/ﬁeigD
THEOREM 3.7 Soitaz? + bz + ¢ = 0, a # 0, uneéquation du second dega

coefficients dan€&, alors siA = b? — 4ac # 0 cetteéquation admet deux racines
distinctes, et si\ = 0 elle admet une racine double.

Démonstration :
a(z>+2z4+%)=0
0l +bz4+c=0s (z2+L2)? g—%zo
(24 3 = b5 = (2§)2
donc d’apes le tleoreme pécdent, siA # 0 il admet deux racines canes
oppo£ess et —4 et 'on en ceduit les deux racines = =2 et 2" = =22,

et siA = 0 il existe alors une racine double qui va%?ﬂ]

La résolution est donc formellement laéme que dans le caéel, a la re-
cherche des racines caes deA pres. En particulier, si a, b, ¢ soréels et siA
est positif ou nul, la&solution est exactement l&me. Par contre, g\ est stric-
tement gatif, A a deux racines cages complexes opp@ss qui sont imaginaires
pures. Lequationuz? + bz + ¢ = 0 a ainsi deux racines complexes conjags.

Exemple : ésoudre equationz? + 2+ 1 =0
OnaA =1—-4 = —3,doué = iV/3 et les racines sont’ = **T“/g et
M —1—i/3
Lo,
On pose @réralement = 2/ etj = 2” = (2/)?. On a aussj® = 1.
En fait, on a encore mieux que cela:

THEOREM 3.8 Soitz € C* un nombre complexe non nul quelconque, alors z a
exactement n racines@mes distinctes, i.edfuation en ZZ™ = z, a exactement
n solutions.

Démonstration : on est obkgdans ce cas d'utiliser la forme trigonétrique des
nombres complexes :
2z = pe? et Z = re',
I'equationZ™ = z s’écrit alors :

rheine — peza

ie.7" = petna = 0 2] dour = pn eta = ¢ [2]; les racines de
I’ équationZ™ = z sont donc les nombres complexes de la forme :
0 2k
2= prexpli(~ + ), k € Z,
n n
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mais on remarque que l'ona:

2km  2K'w
2= Ry &> =
n

27] & k = K'[n],

n
et par consquentz, z1, ..., 2,—1 Sont les n racines ames distinctes deé-x

Par application de ce #oreme au cas particulier = 1, on obtient les fa-
meuses racines @mes de l'uni

20 2(n — 1)ir
),...,exp(g

).

1, exp(—
n
Ainsi, j est une racine troisime de I'unié.
Soit zy une racine reme du nombre complexe z, i&. = z, I'équationZ” =
z peut alors fcrireZ" = z{, i.e. (%)” = 1. On adonc le crére pratique suivant :
on obtient toutes les racinesamies d’un nombre complexe en multipliant I'une
d’elles par toutes les racinesames de l'unit.
Enfin, on cgmontre (mais cela est difficile et demande un minimum d’outils
emprunésa I'Analyse) queC est encore beaucoup mieux que cela :

THEOREM 3.9 (de d’Alembert)

Touteéquation al@brique de degr na coefficients dan€ posgde au moins
une racine complexe, et donc paraurrence sur n, toutéquation al@brique de
deg® na coefficients complexes a exactement n racines @asatvec leur ordre
de multiplicié.

Déemonstration : admis

La péeriode de construction par voie élgrique s’aréte donc ici. On dit aussi
que C est un corps alghbriqguement clos : il est impossible de sortir Geen
résolvant deg¢quations algbriquesa coefficients complexes.
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Chapitre 4

Polynomes et fractions rationnelles

4.1 Polyromes

4.1.1 Structure

DEFINITION 4.1 Soit K un corps commutatif, on appel®lyndme a coeffi-
cients dans Koute suiteP = (a,,),cy d'€léments de K telle que :

dng € N,Vn > ng,a, = 0.

Donc, siP = (a,).en €St un poly@mea coefficients dans K, I'ensemble
{i € N, a; # 0} est un ensembléni que I'on appellesupport du polyrbme P,
a; s'appelle le coefficient d’indice i du polyme P. Si tous les coefficients du po-
lyndme P, sauf un, sont nuls, on dit que P esmondme. Si tous les coefficients
sont nuls, on dit que P est le pogme nul que I'on notera encore 0.

On rappelle enfin que&gali€ de deux polydmes est dfinie par legalié des
suites, i.e. par gali€ detous les coefficients d’indices correspondants.

L'ensemble des polydmesa coefficients dans K se note K[X]. Cette notation
recevra sa justification @tieurement.

DEFINITION 4.2 Soit P € K[X] un polyrdome non nul, on appelldegé du
polyndme P, et on note° P, l'indice du coefficient non nul d’'indice le plégee.

Cette @finition a bien un sens, car si P est un pdiyre non nul, son sup-
port est une partie finie non vide & il admet donc un plus granelement. On
convient de note#°0 = —oc.

THEOREM 4.1 Muni des lois induites par cellesafinies sur I'ensemble des
suitesa valeurs dans K, K[X] a une structure de K-espace vectoriel.

Déemonstration : le @rifier en exercice
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Si P = (an)nen €1Q = (by)nen Sont deux polydmes quelconques de K[X]
et \ un scalaire quelconque, les lois sont dogéires par :

P+@Q = (an) + (by) = (an+by) = (ap+bo,ar + by, ...;an + by, ...)
AP = May) = (Aa,) = (Aag, Aaq, ..., Aay, ...).

DEFINITION 4.3 SoientP = (ay,)neny €tQ = (b,)nen deux polydmesa co-
efficients dans K, on appelfgoduit de P et Q et on note PQ le polgme fini
par :

PQ = (cn)neN,‘v’n € N,c, = aob, + a1b,—1 + ... + a,by i.e.cn = Z CLibj.

i+j=n
Cette multiplication n’est donc pas la multiplication terenerme des suites.

THEOREM 4.2 Soit K un corps commutatif, K[X] muni des loisguedentes a
une strucutre de K-akgore commutative.

Démonstration : d'as le tleoeme pecedent K[X] est @ja un K-espace vec-
toriel. Le produit de polydmes est bien une loi interne car le support de PQ
est inclus dans la somme des supports de P et Q, au sens de la somme de
deux parties d&N. En effet, pour que,gcsoit non nul, il est Bcessaire qu'il
existe deux entiersi et tels que j = n eta; # 0, b; # 0. Il restea verifier
tous les axiomes ua un : on indique simplement commer@dontrer I'as-
sociativié du produit. SoienP = (a,), @ = (b,), R = (¢,), alorsPQ =
(dn) avecvh € N, dy = 3, , .y, aib;, (PQ)R = (e,) avecyn € N, ¢, =
> himen AnCm donce,, = Zh+m:n(zi+j:h abj)cm = Zi+j+m:n abjcp,.

Le seul point @licat est bien & le dernier signe &galig, il convient

de bien le comprendre. Cette deéyré écriture est syr@trique par rapport
aux coefficients des polgmes P, Q, R. La commutati@itdu produitetant

évidente, I'associativit en esulte. On remarque enfin que 'on a :

VP,Q € K[X]|,VA € K, \(PQ) = (AP)Q = P(A\Q)J
THEOREM 4.3 Soient P et Q deu&éments quelconques de K[X], on a:

d°(P+ Q) < max(d°P,d°Q), etsid°P # d°Q alorsd’(P + Q) = max(d°P,d°Q)
d°(PQ) = d°P+d°Q.
Démonstration : la formule pour la somme egidente, on ne@mnontre que celle
pour le produit. Le @ésultat est clair si I'un au moins des pobmes est le

polyndme nul. On suppose donc P et Q non nuls et on appelle p et q leur
deggé respectif :P = (a,), Q@ = (bn), ap # 0,0, # 0,Vi > pa; = 0,
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Vj > q b; = 0. Par @finition PQ = (c,) avecvn € N, ¢, = >, ., a;b;.
Sin>p+q,i < peti+j = nentranentj > ¢ et donc la somme qui
définit ¢, ne contient que des termes nulsnSt p+q,i <peti+j=n
entrdnent; > ¢ et par congquentc,., = a,b, # 0. PQ est donc de degr
p + ¢, indice du coefficient non nul de plus grand indice

On remarque alors que l&ements inversibles de K[X] sont les pofymes
de dege 0. En effet,PQ = 1 entrdned°P + d°Q) = 0, doncd°P = d°Q = 0
et (aop,0,...)(bo,0,...) = (1,0,...) < apby = 1. Par congquent(ay,0, ...) est
inversible si et seulement sj ast non nul.

Enfin, I'applicationy : K — K[X] définie pargp(a) = (ao,0,...) est un
morphisme injectif d'alg@bres. Dans la suite de ce chapitre on confondra K avec
I'ensemble des polydmes de de@rau plus 2ro, appeds polyrdmes constants.

Il n'y a aucun risque d’ambigté car l'ecriture \P a le néme sens, qug soit
consiceré comme scalaire ou comme podme constant.

4.1.2 Notation cefinitive

Soite; = (0,...,0,1,0,...), ou 1 esta la(: + 1)-eme place, le mdime de
dege i de coefficient 1. On ¥, j € N, e;e; = e,y €t donc, par&currence sur i,
e; = (e1)’ pour tout entier naturel i, avec la convention habituélig® = 1 = ¢,.

La définition d’'un polyrome et des agrations montre alors que tout pogme
P = (a,) peut sécrire de fagon unique :

P =ageqg +are; + ... +ape, + ... = E a;€;
1EN

(remarquer que le support deéfant fini, cette sommation ne comprend en fait
gu’un nombre fini de termes).
On pose alors; = X, on obtient, puisque, = 1 :

P=ay+a X +..+a,X"+..= ZaiXi (sommation finie).
€N

X s’appelleindéterminée Attention, il ne s’agit pas d’une variable mais d’un po-
lyndbme particulier. Lavantage de cette notation est sa coméadmploi pour
les ogerations mais ne doit pas faire confondre @ogture telle queg+a; X =0
avec uneequation en X.

On écrira doénavant un polydme P sous I'une des formésguivalentes sui-
vantes :

P=ay+au X+..+a,X"=0aX"+..4+a1X + ap.
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La premereécriture s’appelle ordorae suivant les puissances croissantes et la se-
conde suivant les puissancéxbissantes. Par convention, dans une éslfdure,

on supposera, si cela est possible, gues 0, donc n repesentera le degrdu po-
lyndme P.

Lorsquea,, = 1, on dit que le polybme P est unitaire ou miewormalisé. Le
produit de deux polydmes normaligs est encore normatigmais pas la somme,
en geréral).

Lesécritures peaadentes rendent plus visible le fait que K[X] est un K-espace
vectoriel et que(X*),cy en est une base. Deéme, si on dsigne par K[X]
'ensemble des polydmesa coefficients dans K de deginferieur ouégala n,
K.[X] est un K-espace vectoriel €1, X, ..., X™) en est une base (de cardinal :
n + 1).

4.1.3 Divisibilité

DEFINITION 4.4 SoientA, B € K[X], B # 0, s'il existe un polydme Q de
K[X] tel que A = BQ), on dit que BdiviseA ou que A est umultiple de B, et on
note B/ A; Q s’appelle lguotientdans la division de A par B.

Si B est un diviseur de A et A non nul, on égessairement’ B < d°A. Si de
plusd°B = d°A, le quotient est une constante : on dit que B est proporticanel
A. Réciproquement, toute constante non nulle est un diviseur de A.

THEOREM 4.4 SoientA, B € K[X], B # 0, il existe un couple unique (Q, R)
de polyromes de K[X] tel que :

A= BQ+ Ravecd’R < d°B.

Q s’appelle lequotientet R lerestede ladivision euclidiennede A par B.

On remarque imiadiatement qué® R < d° B autorise le ca® = 0, i.e. le cas
ou A est un multiple de B.

Démonstration : d’abord I'existence, puis I'unieit

1. onposed =ag+a X +...+a, X", B=by+bX+...+b,X" avec
b, # 0. Sid°A < d°B, on peut prendré) = 0etR = A. Sid°A >
d° B, on posey; = X ety = A — Bgy,onaalorsi’r; < d°A
puisque I'on a fait dispaftte le terme de plus haut dégde A. Si
d°r; < d°B on peut prendré) = ¢;et R = r1. Sinon on épete sur le
couple (f, B) ce qui vient détre fait sur le couple (A, B). On&init
donc g etry, = r; — Bq, de facona faire dispartre le terme de plus
haut dege de i, etc... Le processus devraaessairement s’dter au
bout d’'un nombre fini d’oprations car les degs des restes successifs
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sont strictement @croissants. Il suffira alors de prendpe= ¢; +
¢ + ... + qp €t R = 1, le premier reste dont le degest strictement
inférieura n.

2. on suppose que 'on4 = BQ,+ Ry = BQy+ Ry avecd°R; < d°B
etd°R, < d°B, alors par diference on obtient :

Ry — Ry = B(Ql - Q2)7
doud’(Ry — Ry) =d°B + d°(Q, — Q2), or d’apees les hypotéses :
dO(RQ — R1) < max(doRl, dORQ) < d°B.

L' égalié preccdente est donc impossiblefS{Q); —(Q)2) > 0, on adonc
d°(Q1 — Q) = —o0, i.e.Q); = @, etl'on en ceduit aussi; = R[]

La méthode pratique de division (euclidienne) s'inspire directement denteodstration
d’existence tandis que la disposition des calculs s’'inspire de celle de la division
classique danbl. A cause de cette disposition, cette division est souvent agpel
division suivant les puissancesgatoissantes.

Un théoeme similaire existe pour la division suivant les puissances crois-
santes. La mise en pratique de cette division s’apparentealoalie &crite ci-
dessusa la difference pgs que les polydmes y sont maintenaatrits suivant les
puissances croissantes. Cela sera atlbss de |etude des fractions rationnelles.

DEFINITION 4.5 Soit P € K[X], on dit que P est un polyimepremier, ou
mieuxirr éductible si P n’est pas un polygme constant et si les seuls diviseurs de
P sont les constantes et les pdynes proportionnela P, i.e. :

P=PP,=d°P,=00ud’P, =0.

En particulier, tout polyime du premier degrest ecessairement iductible.
La réciproque est vraie pout’ = C' mais fausse enggéral, on reviendra sur ce
fait au paragraphe suivant. On note simplement la@&gasnce imradiate, mais
importante, de cette&dinition.

PROPOSITION 4.1 SoientP, ) € K[X], si P estiréductible et si Q n’est pas
un multiple de P, alors P et Q sont premiers entre eux.

Démonstration : un diviseur commuanP et Q est un diviseur de P donc est ou
bien une constante ou bien proportionad?, le second casgant exclus par
hypottese, la conclusion e@sulté]

THEOREM 4.5 Soit P un polydme non constant, alors il existe un scalake
non nul et une famille,, ..., P, de polyrdmes iréductibles normaliss tels que
P = AP P,...P,. De plus, cette factorisation est unigae’ordre des facteurs
pres.
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Démonstration : seulement I'existence (pacurrence sur le degide P)

Sid°P = 1, I'existence esévidente. On suppose donc I'existence assypour
tout polyrome de dedr inferieur ouégala p. Soit alors P tel qu& P = p+
1. Deux cas se j@sentent : si P est &ductible, I'existence de la factorisation
est alorgvidente, sinon P n’est paséductible et on pewdcrire P = Q-
avecd®), # 0 etd°Qy # 0,1.e.d°Q; < petd°Q, < p. On peut alors
appliquer I'hypotlese de&currenc& (), et(),, ce qui assure I'existence de
la factorisation de P

Par analogie avec l'arithetique @&velopgee au premier chapitre, on peut alors
introduire la notion de polyome plus grand diviseur commun :

DEFINITION 4.6 SoientA;, A, € K[X] non tous deux nuls, alors il existe au
moins un polyime D tel que :

1. D/ A etD ] A,

2.VBe K[X|,(B/ A, etB/ Ay) = B/ D.

D est appe? unplus grand diviseur commutfen abége PGCD) deA; et As,.
Si D est un polydbme de degr 0, A, et A, sont donc premiers entre eux.

4.1.4 Fonction polyrome

DEFINITION 4.7 SoitP = ap+a, X +...+a,X" € K[X], on appellefonction
polyndmeassoceea P et on notd® I'application de K dans K éfinie par :

Ve e K, P(x) =ag+ax+ ... +a,z”.

On dit parfois, de fagon ima&g, que I'on a substi&la variable »a I'indétermiree
X. La fonction polyrdome assoé&e au polydbme P se note souveatl'aide du
méme symbole P, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

DEFINITION 4.8 Soienta € K et P € K[X], on dit que a est uzéro du
polyrdbme P siP(a) = 0.
THEOREM 4.6 SoitP € K|[X], alorsa € K est un 2ro du polydme P si et
seulement si P est divisible paK — a).
Démonstration : on effectue la division euclidienne du potye P par le po-
lyndmeX —a :
P=(X—-a)Q+ R,d’R < d°(X —a).

R est un polydbme de dedr strictement irdrieura 1, i.e. un polydbme
constant. En prenant les valeurs des fonctions [@tes assoées au point
x = a, ontrouve alor’(a) = R(a) = R, ce qui ackve la @monstratiof]
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Plus ¢geréeralement, on dit que a est aaro d’ordre « de P si P est divisible
par (X — a)* sans létre par( X — a)**.

On remarque que la con&ication du corps ambiant K est primordiale pour
la recherche desézos d'un polydme P. Par exemple, saif = X% — X? —
2; consiceré comme polydme deQ[X] P n’a pas de &ro, consiéré comme
polyndme deR[X] il admet deux £ros{—+/2, +v/2} et enfin considré comme
polyndme deC[X] il admet quatre Bros{—i, +i, —v/2, +v/2}.

THEOREM 4.7 SoientP € K[X] un polyrdome non nul et n le degrde P, alors
P admet au plus nézos dans K, comps avec leur ordre de multipli&t(i.e. un
zéro d’ordre o sera compi « fois dans le @nombrement de€ws dans K de P).

Démonstration : on raisonne p&currence sur le degdu polyrome P. Sil°P =
0 oud’P = 1, le résultat est trivial. On suppose donc ésultat @monté
pour tout polyidme de dedr p et soit P un polydme de dedrp + 1. Deux
cas se pEsentent : soit P n'admet pas d&ras et le esultat est dmontg,
soit P admet au moins urem a. D’apes le tleoeme péadent on peut
alorsécrireP = (X — a)Q, Q € K[X] etd°Q = p. On peut appliquea Q
I'hypothese de&currence. Q admet au plusgras dans K et par coaquent
P en admet au plys+ 1]

On revient maintenant sur la factorisation dans K[X]. On suppose d’abord

K = C. On rappelle le &sultat fondamental de I'adipre (tleoreme de d’Alem-
bert) :tout polyrdme de dedr n deC[X] admet n £ros comgits avec leur ordre

de multiplici€. On peut alors pciser le téoeme ? ? de la fagon suivantdes
seuls polydmes iréductibles d€C[X] sont les polydmes du premier degr Par
congquent, si P est un polpme deC[X] de degg n, il existe n nombres com-
plexes, non acessairement distincts;, x,, ..., z,, €t un scalaire\ non nul tels

que :

P=XX—21)(X —22)...(X — 2,),

soit en effectuant les regroupemeatentuels
P = XX —x1)"(X —29)*. (X —x,)%

aveCo; + ag + ... + Qp = M.

On suppose maintenant que les coefficients de P éels.iPour les besoins de
la cause, on continugconsi@rer le polydme P commé&lement deC[X]. Alors,
d’'apres les prop@étes de la conjugaison, on a :

Va € C, P(a) = P(a).

Par congquent, si a est urezo complexe noréel du poly@me Pa estegalement
un zero complexe noréel de P. P est alors divisible paX — ) et (X — a) qui
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sont premiers entre eux, P est donc divisible par le pr@dilita)(X —a) = X2 —
29R(a)X+|a|> € R[X]. On peut alorégalement @ciser le tko’me ? ? les seuls
polyndmes ireéductibles dd=[X] sont les polyidmes de degr 1 et les polydmes
de degé 2 sanséro réel, i.e. dont le discriminant est strictemeggatif Dés lors,
si P est un polyame deR[X] de dgré n, il existen + 1 réels non Bcessairement
distincts tels que :

P=XNX—21)...(X —2,)(X? — 20 X + by)...(X* — 2a,X + b,)

avecvi € [1,ql, a? — b; < 0 etp+2q = n. On peut de rdme regrouper les termes
identiques.

4.1.5 Derivation dans K[X]

THEOREM 4.8 Il existe une unique application Eaire D de K[X] dans K[X]
verifiant :

1. D(X)=1

2. VP,Q € K[X]|, D(PQ) = D(P).Q + P.D(Q).

Démonstration : par hypodise, D est libaire donc D est parfaitemerétgérmiree
par la connaissance des transfémd’une base. |l suffit donc de cofitna
la valeur deD(X?) pour tout entier p. Pouy = 0, on aX = 1.X dou
D(X) = D(1).X + 1.D(X), or D(X) = 1 et par suiteD(1) = 0. Pour
p = 1, 0n a par hypotbseD(X) = 1 = 1.X°. On suppose ainsi que I'on a
D(XP~1) = (p—1)XP~2, alors par hypotbse :

D(X?) = D(X.XPY)
— D(X).X?' 4 XD(X?)
= X'+ (p- DX
= pXPh

Par congquent, pour tout entier p on a pr@par ecurrence qu®(X?) =
pXP~1, ce qui &montre I'existence et I'unidtde O]

On appelle cette applicatiotérivation dans K et si? = >""  a; X" alors
D(P) =371 ia; XL

Si K = R, la dérivation est formellement identig@ela cerivation des fonc-
tions polyrdmes, i.e.D(P) = P'. Onécrira donc P’ au lieu de D(P). Deé&me,
onécrira P” au lieu de D(D(P)) et pagcurrence”™ pour la cerivee de la érivee
(n — 1)-&me du polydme P. Par conventio(*) désignera le polydme P.

PROPOSITION 4.2 SoientP, = (X —a)", a € K et n un entier naturel, on a:
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1. Vk < n, Isék)(a) =0
2. P\"(a) = n!
3. Vk > n, PP (a) = 0.
Démonstration : parécurrence sur le degmn et en calculant.

THEOREM 4.9 (Formule de Taylor)

SoientP € K[X] tel qued°P < n eta € K, la famille (1, X — a, (X —
a)?, ..., (X — a)") est une base d&,[X]. P est donc combinaison Baire des
élements de cette famille eton a:

pn) (a)
n!

P'(a)
1!

P”(CL)
2!

P = P(a) + (X —a)*+ .. +

(X —a)+

(X —a)".

Démonstration : on saitgl que(l, X, ..., X") est une base d&,[X]. La fa-
mille donrée dans Enon& comporten + 1 polyndomes, il suffit de @rifier
gu'’il s’agit d’'une famille libre pour @montrer que c’est une base. Soit
Ao+ AM(X —a) + ... + \(X —a)” = 0 une combinaison ligaire nulle
de cette famille, le seul terme ef* est\, X" d’'ou \,, = 0. Le seul terme
enX" ! estalors\,_; X" ! dou\,_; =0, etc... de proche en proche on
demontre ainsi que tous les coefficients ..., A, sont nuls. Il existe donc
une famille unique d&leéments de K telle que :

P=oy+a(X —a)+ ..+ a,(X —a)"
Il suffit alors d’appliquer la proposition peedente pour obtenir :
Vi € [0,n], P9 (a) = oyil,

d’ou le résultat en divisant par[i!
PROPOSITION 4.3 ¢ € K estun 2ro d’'ordrea de P si et seulement sion a:

P(a) = P'(a) = ... = P Y(a) = 0, P (a) # 0.

Démonstration évident d’apes la forme rdme de la formule de Taylor.

4.2 Fractions rationnelles

Les seuls polyames inversibles sont les poymes de de@r 0. K[X] n’ est
donc pas un corps. On construit alors le corps des fractions de K[X] (par analogie
avec la construction d@). Ce corps se note K(X) et s’appetierps des fractions
rationnelles a coefficients dan¥.
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4.2.1 Structure

Une fraction rationnelle F est une classe de couples de poigs (P, Q) avec
Q # 0. Si (P, Q) est un repisentant quelconque de F, on conviegdire :

P
F=—
Q
On a alors la relation &quivalence suivante :
P P
—=—%& P01 =QPF.
Q Ql Ql Q 1

Soit D le PGCD de P et Q, on pegtrire? = DP, et = DQ, et anrsg = %
avecP; et P, premiers entre eux. On ereduit :

DEFINITION 4.9 Soit F une fraction rationnelle de K(X), tout reggentant de F,
ecrit %, tel queP; et(), soient premiers entre eux s'appelteme irréductiblede
F. Side plug), est normalig, cette repesentation est unique et s’appelldtame
réduitede F. P, et(Q),S’appellent respectivementumérateuretdénominateurde
F.

THEOREM 4.10 Soient F une fraction rationnelle non nulle de K(X)%tun
repréesentant quelconque de F, alaisP — d°(Q) est incependant du ref@sentant

choisi de F. On I'appellalegie de la fraction rationnelle F. C’est uglement de
Z

Démonstration : en effet, §i' = g = %, on aP@, = P;() et par conéquent
A°P+d°Q, = d°P,+d°Q,d'oud’°P—d°Q) = d°P, —d°(@; ; on conviendra,
comme pour les polydmes, de posei’0 = —ool:]

DEFINITION 4.10 Soit F une fraction rationnelle de K(>@crite sous forme
irr éductible, on appellgdle de F tout £ro de son @nominateur. On dira de
méme quer € K est unpodle d’ordre a de F si a est un&o d’ordre o de son
dénominateur.

Attention, il estindispensable dans kfohition p'ecdente de choisir un reggentant
irréductible, sinon onrisque, en introduisant des facteurs inopportuns, d’introduire
en neéme temps des "fauxgtes” parasites.

4.2.2 Fonctions rationnelles

DEFINITION 4.11 Soit F une fraction rationnelle de K(>&crite sous forme
irr éductible £, on appelledomaine de éfinition de F et on note Def(F) I'en-
semble deglements de K qui ne sont pasles de F. On appellfonction ration-
nelle assocéea F I'application F de Def(F) dans K éfinie par :

P(x)

Qz)

V& € Def(F), F(z) =
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Attention, la fraction rationnelld” = ﬁ de R(X) admet 1 pour ple. La
fonction rationnelle assage n’est donc pasédinie en 1. Mais il serait absurde
de dire que F n’est pafinie en 1. En effet, X est une iatermiree et non une
variable, l'ecriture de F est formelle.

Si K est un corps contenant une infaid’élements (par exemplR ou C),
le domaine de éfinition deF contient ecessairement une infigit'elements,
puisque le nombre dedtes est fini.

THEOREM 4.11 Soit K un corps infini, 'application qua toute fraction ration-
nelle associe la fonction rationnelle correspondante est injective.

Démonstration : soient F et G deux fractions rationnelles de K(X) telles que
F = G, alorsDef(F) = Def(G) et la fraction rationnelle® — G est
déefinie au moins sur Def(F) (en effet, edduisant au @me énominateur
F — @G, il peut se faire que des facteurs se simplifient et fassent diggara
des ples) ; F — G est donc la fonction nulle sur Def(F), or Def(F) est un
ensemble infini, le nuérateur de" — G admet donc une infirétde 2ros,

il s’agit par congquent du polydme nul, ce qui @montre qued” — G = 0,
lLe. F =G

4.2.3 Decomposition des fractions rationnelles

On aborde maintenant le paragraphe fondamental de cette section. Le but de
la manipulation est de transformer une fraction rationnelle quelconque en une
somme de fractions simples (onégisera ce qu’on entend par "simple”). Cette
somme sera doncégessairement compligli Ayant en vue I'application de ce
probkmea I’Analyse, on pourrait se limitex I'etude deR(X). Mais le passage au
domaine complexe est souvent indispensable (tout au moingerigh On fera
ainsi d’abord letude @nrérale relativemerd un corps quelconque.

Cadre genéral

THEOREM 4.12 Soit F une fraction rationnelle quelconque de K(&9rite sous
sa forme iréductible et normalise ; on supposé&galement son&hominateur
écrit sous forme de produits de pomes iréductibles, i.e. :
P P
F=5=o0—Fm
Q@ Q.Qp

Il existe une famille unique de pomes E, Ni1, ..., N1ay, Not, oo, Nogy, -
telle que :

N Nia, N, Npa
F:E+<i+...+ 1a1>+...+(—p1+...+ ’ZJ)
Q1 | Qy b
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avecvi € [1,p|,Vj € [1, 4], d°N;; < d°Q;.

Ce theoeme n’est pas d’'une grande simplcd’ecriture. On va le @montrer
en cecoupant les difficults en petits morceaux.

LEMMA 4.1 Soit F = g, il existe un unique polyyme E tel queF = § =
E+ &, avecd’R < d°Q.

Démonstration : on effectue la division euclidienne de P par Q, on olffieat
QFE + R, soitg = E + &, ce qui émontre I'existence de E ainsi que son
unicité]

LEMMA 4.2 SoitF = ﬁ avecd°P < d°Q; + d°Qs, Q.etQ, premiers entre
P

eux ; il existe un couple unique de poymed/; etU, tel queF’ = 0.0; = %—i—%
avecd°U; < d°Q), etd°U, < d°Q)».

Démonstration ), et (), étant deux polyémes premiers entre eux, d'&sr
le theoeme de Bezout (admis) il existe deux pddymes U et V tels que
V1 +UQy = 1,i.e. P = (PV)Q; + (PU)Q2. On effectue la division
euclidienne de PV pap, : PV = Q»q + Uy avecd®U, < d°(Q),. On a alors
P = U1 + (¢@Q1 + PU)Q2 = UxQ1 + U1Q2. Commed®U, < d°Qs,
on en éduitd°U; < d°Q,, sinon on auraiti°’P > d°Q, + d°Q-, ce qui

oy , A = L T
contredirait lenon@. DeP = U@ + U1Q; ontire 55 = &= + &2.

L'unicité d’'une telle @composition se érifie facilement, car sP = U,Q +
U1Q2 = V2Q1 + V1Qo, on en @duit(Us — V5)@Q = (Vi — Up)Q2. Comme
Q- est premier ave@, (O, diviseraitl, — V, d’apres le tleoeme de Gauss
(admis), ce qui est absurde par comparaison degdair, — V5 # 0, idem
pourV; — U,

LEMMA 4.3 SoitF = m avecd°P < d°(Q1Q2...Q,), Q1, ..., Q, pre-
miers entre eux deuxdeux ; il existe un unique p-uplet de poyne(Uy, ..., U,)
tel que :

Uy U
F=—+.+2
Ql Qp

etVi € [1,]9}, d°U; < dOQZ‘.

Démonstration : on raisonne pa&aurrence sur p. Le peedent lemme assure
la véracie du esultat poup = 2. On suppose alors |@&sultat acquis pour
(p — 1) facteurs.); étant premier ave@®-, ..., ), est aussi premier avec
le produit@,...QQ,,. Par application du lemme @edent, il existe un couple
unique de polydmesU;, V; verifiantd°U; < d°Q etd°V; < d°(Qs...Qp)
tel que :




On peut alors appliquer I'hypodise de &currence la seconde fraction ra-
tionnelle, ce qui ackve la preuviel

LEMMA 4.4 SoitF = 2., a € N*, avecd°P < o.d°Q; il existe une unique

[}

famille de poly@mes(P, ..., P,) telle que :

PP Py
F=gtg 1o
etvi € [1,a], d°P; < d°Q.
Démonstration : on raisonne p&currence sur le nombre entierLe résultat est
assez clair poutv = 1. On suppose donc |&sultat acquis jusga’l'ordre
(v —1). Lécriture gz = 2+ ... + gij + L= montre, apes mutiplication
des deux membres p&*, que P, ne peutetre que le reste de la division
euclidienne de P par Q. On effectue alors cette division :

P:Qq1+Pa

avecd®P, < d°Q). De plus, del°P < «.d°@Q on déduitd®°q; < (a—1).d°Q.
On peut don&crire :

P q1 Pa

R + —

Qa Qa—l Qa
avecd®q; < (a—1).d°Q, ce qui permet d’appliquer I'hypo#ise de&currence
et d'achever la preuve

On peut maintenant donner la preuve dedigme de écomposition.

Démonstration : soif’ = QaliPQap, commeQ)y, ..., Q, sont premiers entre eux
1 %P

deuxa deu, il en est de &me deQ{", ...,Q,". Par application des lemmes
1 a 3il existe donc une unique famille de podmesE, Uy, ..., U, avecvi €

[1,p], d°U; < d°Q;", telle quel’ = E + % + ...+ 2. Il suffit maintenant
1 P

d’appliquer le lemme 4 chaque termg{;—; pour obtenir la @composition
annonée-] 1

La demonstration de ce &meme d’existence et d'unié@tne fournit pas de
méthode tés pratique pour la recherche effective de ce#teothposition. On va
donc voir maintenant quelques recettes usuelles.

Décomposition dangC(X)

THEOREM 4.13 Soit F une fraction rationnelle d€(X) écrite sous forme igductible
et normali€e, on suppose soredominateugcrit sous forme de produits de po-
lyndmes iréductibles, i.e. :

P

P
P T (X
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Il existe un unique polydme E et une unique famille de scalaif@s, ..., Ao, -, Ap1,
tels que :

>\11 )\1041 /\pl >\po¢
+(X—a1+ +(X—a1)a1>+ +<X_ap+ +(X_ap)ap

Démonstration : il s'agit simplement d’'unéécriture du teoreme gréral, sa-
chant que les seuls polymes iréductibles deC[X] sont les polydmes
du premier ded¥ et donc que les condition8N;; < d°(Q); signifient par
congquent queV;; est un poly@me constant.

E s'appelle lepartie entiere de F,f- + ... + (Xik::)ak s'appelle lapartie

polaire relative au ple ay,.

Ce tleoeme affirme I'existence et I'uni@tde la @composition d’'une frac-
tion rationnelle suC en somme d&leéments simples. La partie e@te s’obtient,
d’apres le lemme 1, par division euclidienne du rarateur par le @ominateur.
On supposera dans la suite de cétigde que cette @pation aéte effectiee et on
ne consiérera plus que des fractions rationnelles de &sgrictement agatif.

<y \poy

Puisque I'existence de l&domposition est acquise, on factoriseraieaminateur

de la fraction rationnelle et oécrira la @compositiona 'aide de coefficients

indétermires qu’il s’agira de calculer le plus simplement et le plus rapidement

possible.

Méthode universelle On réduit au n@me é&nominateur lagélcomposition incon-
nue. En identifiant alors les n@rateurs, on obtient un sgshe lireaire compor-
tant autant cequations que d’inconnues, qu'il suffit desoudre. Cette athode
n'est conseike que dans des casdrsimples ou de grandeétdesse.

Exemple : @composer dans C(X) la fraction rationnefiéX ) = -

X2
Onécrit :
I 1 A . B _A+B+(A-B)X
1-X2 1-X)1+X) 1-X 1+X 1— X2 ’

d’ou le syséme :

A+B =1
A-B = 0

i.e.A=B=1 Onadonc:

11 1 N 1
1—-X2 2\1-X 1+X)/°
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Partie polaire relative a un pdle simple On suppose que € C est un [ble
simple de la fraction rationnelle F, qui est donc de la forme suivante :

P(X)
(X —a)Q:(X)

F(X) =

avecQ; (a) # 0. D'apres le tltome pedadent, la partie polaire relative ablp
aestdelaformesd-, A e C,ie.:

P(X) A P(X)

Y = —0am " X—a T X

On multiplie I'égali& pecedente pafX — a) et on obtient :

X)) )
“om AT TIgEy

donc a n’est plus un@e de I'expression @oedente. On peut par camguent
substituer & X et on en tire :

(X —a)F(X)

_ {5 (a)
Q1(a)

On remarque par ailleurs que si on pageX ) = (X —a)Q1(X),0ona:
Q'(X) = Qi(X) + (X — a)Q1(X),
ie.Q(a) = Qi(a).
1

Exemple : @composer danS(X) la fraction rationnelleF’(X) = XE)E D

Onécrit :
1 A B C

XX-)X-2) X X-1 X-2

et on applique trois fois la @thode pecedente.
On multiplie par X et on substitui X la valeur O : on obtientl = ;.
On multiplie par(X — 1) et on substitua X la valeur 1 : on obtienB = —1.
On multiplie par(X — 2) et on substitué X la valeur 2 : on obtienf’ = 3.

On remarque que le calcul effectif des multiplications ne se fait jamais.
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Partie polaire relative a un pole multiple On suppose que € C est un [ble
multiple de F, qui est donc de la forme suivante :

P(X)

PO = —oram

aveca > 1 etQ(a) # 0. D’apres le tieoRme pecédent, la écomposition de F
s'écrit :
Ay Ay A, Pi(X)

F(X>:X—a+(X—a)2+'"+(X—a)a+Q1(X)'

La méthode pecedente est encore valable, mais uniquement pour le calcdil de
En effet :

(X—a)"F(X) = 51(()()()) = A1(X—a)“‘1+...+Aa_1(X—a)+Aa+(X _ch)(if)l (X),
a est donc substituab#eX et la substitution donne :
P(a)
" @1(60.

Par contre, agrs avoir multiplé I'expression de F pdtX — a)? avecs < «a,
a reste un Ple des deux membres et n’est donc pas substituable. A ce moment,
deux cas se pisentent impliquant deux stegfies diferentes.

Si « est petit, par exemple = 2 ou a la rigueura. = 3, il ne reste alora
calculer qu’un coefficientq la rigueur 2). On substitue dans ce cas une valeur
simple (ou des valeurs simples)X qui permettent d’achever le calcul.

1

Exemple : @composer suC la fraction rationnellg”(X) = X IPE D

Ona:
1 A B C

X—1)P(X—2) X—-1 (x-1p X—-2

On multiplie par(X — 2) et on substitu@ X la valeur 2 : on obtient’ = 1.

On multiplie par(X — 1)? et on substitu@ X la valeur 1 : on obtienB = —1.

Pour calculer A, il suffit maintenant de substit@éeX une valeur simple (et sub-
stituable!), par exemple O :

~ 1 C
F(O):—iz—AJrB—?,

dou A = —1.

52



Si « est grand, en pratique > 3 ou«a > 4, la méthode peccdente serait
alors trop lourde car elle conduirait substituer un grand nombre de valears
X et a resoudre le sysime obtenu. Heureusement, il existe urithnde directe
pluséleégante permettant d’obtenir en une seule fois I'ensemble de la partie polaire
relativea un @le multiple. En effet, de &criture :

X A A Aa P (X
X A A 1(X)

P
P = e "X T X -ap (K=o " Q)

on céduit :
P(X)=[Aag+ A0 1(X —a)+ ... + A1(X —a)* 1Q1(X) + (X — a)* P (X).

On effectue alors le "changement d’itérmiree”Y = X —a, I écriture pecédente
devient :

PY +a)=(Ag + Au Y + ...+ A Y HQ(Y +a) + Y*P (Y +a).

La partie polaire relative augbe a appar alorsétre le quotient de la division
suivant les puissances croissante’@¥ + a) parQ), (Y +a) al'ordrea — 1, le
reste de cette division permettant d’ailleurs éedminerP;.
Exemple : @composer danS(X) la fraction rationnelleF’(X) = W
L'application des techniques d@mteures ne permet d’obtenir que deux des cing
coefficients de la@composition. On effectue alors une division suivant les
1

puissances croissantes. On pbse: X —1, F(Y +1) = yg3g2, d'oul =

(Y422 (1 -2 +2Y?) +V? (-5 — V), soitenrevenara F(Y + 1) :

1 i
V3(Y +2)2 Y3 Y2 'Y (Y +2)72

et en revenant enfia X :

1 1 3 —2(X+1) -3
F(X — o 16 8
X)) = Im—p i T T (xE1
1 1 3 3 1

X —1P 4X 12 16(x—-1) 16(x+1) SX 12

On remargue que le fait d’avoir consérle reste dans la seule division
effectiee permet d’obtenir du @me coup la partie polaire correspondant
I'autre pole multiple.
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Quelques astuces On reprend les notationsggerales du thoeme pecedent

et on effectue une courte incursion dans le domaine de I'Analyse. La fraction
rationnelle F(X)etant suppdse de degf strictement agatif, I'expression ¥(x) a

une limite finie lorsque le module de x tend vers l'infini. Or :

AHX X 4 AlalX X 1 AHX 4 X ApapX
X—a1 (X—al)al X—al (X—Clp>ap7

XF(X) =

d’ou par substitution de & X dans le second membre, on trouve :

lim J,’F(l’) = An + A21 + ...+ Apl'

|| —+o0

Les coefficientsiy;, Ay, ..., A,y S'appellent les@sidus de F. La relation @iedente
est par consquent tés ineéressante, carés facilea obtenir, en particulier si on
connat tous les ésidus sauf un.

Si la fraction rationnelle est paire (ou impaire), 'unicide la @composition
enélements simples fait que cette stme doit appardre dans cette@composition,
ce qui Eeduit pratiquement de mottie nombre de coefficienéscalculer.

Exemple : @composer darfs(X) la fraction rationnelleg”(X) = %
Oneécrit :
A B C D E
F(X)==
M =xt*xat o xa T

mais F(X) est une fraction rationnelle impaire. De la relatiof+-X) =
—F(X) on obtientB = D etC = —E, il suffit par congquent de calculer
A, B, C al'aide des rathodes pgrcedentes :

1 1 1 1 1

PO =% sx—p ' ax—1p ax+1 2x+17

Décomposition dansR (X)

Dans le cas0 K = R, le probEme se complique (a priori) un petit peu, car
deux types de polyadmes gels ireéductibles existeny savoir les polygmes du
premier dege et les polydbmes du deuxime dege a discriminant ggatif, qui
correspondera des couples deeros complexes norels conjugas.

THEOREM 4.14 SoientF = g une fraction rationnelle ireductible deR(X) et
QX)) = (X —a)™ (X —an)* (X2 + 0 X + )" (X4 pu X + qn)%"
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I écriture de Q en produit de polgmes iréductibles; il existe un unique po-
lyndme E deR[X] et des familles uniques de&els(A;;), i € [1,m] etj € [1, a),
(By) et(Cy), k € [1,n] etl € [1, 3], tels que :

(X " (& BuX 4+ Ou
Q(X) +Z<Z >+Z<Z XQikaﬂLkaz)l)'

k=1 \li=1

@"U

Démonstration : il s’agit simplement d’unéécriture du teoreme gréral.

Leséléments de la preraire sommation s’appelleaements simples de prengre
especeet ceux de la seconddéments simples de deurime esgce

Ce qui aéte dit pour les complexes reste encore valable, en particulier la
partie entére s’obtient encore par division euclidienne. €grira de néme la
decompositiora I'aide de coefficients irtermires qu'il faudra calculer.

M éthode universelle

1

Exemple : @composer dani&(X) la fraction rationnelleF’(X) = O

Oneécrit :

A +BX+C_(A+&XM%B+®X+A+C
X+1 X241 (X +1)(X2+1) ’

F(X) =

on obtient par identification :

A+B =0
B+C =0
A+C =1

douA =1, B=-1 C=1cequidonne:

1 o —X 41
X+D(X2+1)  2X+1) 22 +1)

Cette nethode devient &s vite inextricable.

Eléments simples de prengire esgce Tout ce qui &té dit dans le cadre com-
plexe s’applique aussi bien dans le cas dep simples que dans le cas dégs
multiples.
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Eléments simples de deukime esgce La reside la nouveaét Il existe alors
deux facons de pré@der.

On consi@éreR(X) comme plong dandC(X) et on effectue la @composition
de la fraction rationnelle darfS(X). Comme le @nominateur esa coeficients
réeels, les eros complexes noreels sont deur deux conjugés. Il suffit alors de
regrouper les termes de@deux pour retrouver laétomposition danBR(X).

Exemple : @composer darf&(X) la fraction rationnelleg” (X ) =
Onécrit :

1
(X2 1) (X2+X+1)

1 1 A B

C

XXX +]) KX+ X)X =) X—i X1i x—=j 3

On multiplie par(X — i) et on substitu@ X la valeur i : on obtient = —1

On multiplie par(X — j) et on substitu@ X la valeur j : on obtienC' = ﬁ =
1-j

3
On trouve sans faire de calculs sugplentaires, mais en utilisant les pr@&s
de la conjugaisonB = —1 et D = 2t d'ou :

1 1 1—j 245
1 Y s B S W (e S
(X2 +1D)(X2+ X +1) X —i X+i X—j X-—j?
et finalement : % X 41
F(X)=— .
X=X e rx+1
On peut ausscrire directement la&tomposition de F darf3(X) a I'aide de
coefficients inétermirés et on substitu& X des valeurs complexes de la variable
assocege.

Exemple : @composer dan8(X) la fraction rationnelleF (X ) = (X+f§(7+X22+1)
Onécrit :

X +2 _ A BX+C
(X +D)(X2+1) X+1  X2+4+1°
On multiplie par(X + 1) et on substitu@ X la valeur -1 : on obtient = 3.

On multiplie par(X? + 1) et on substitue X la valeur i qui est un&o du
polyndbme X? + 1. La méthode s’applique encore et on obtient :

it2 3—i
Bi+C = -
v ir1 2

et
1

+
or B et C sonteels dond3 = — C = g d’ou finalement :
-X+3

X +1) TaxEy)

L
2

F(X) =
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Chapitre 5

Espaces vectoriels

Dans ce chapitre et dans les suivants,édsignera un corps commutatif quel-
congue. En pratique, on prendra le plus souvént Rou K = C.

5.1 Structure

DEFINITION 5.1 On appelleespace vectoriel suK, ou encore Kespace vec-
toriel, tout ensemble E muni de deux lois :

1. une loi interne appék addition, ndte + telle que (E, +) soit un groupe
abélien

2. une loi externe, de domaine K, gutout couple §, x) appartenant KxE
fait correspondre urélement de E nét ).z, cette loi \erifiant les quatre
propriétes suivantes :

@ VreFE lx=x

(b) VA e K,Vx,y € E,\.(x +y) = Az + \y
) V\pue K, Vre E,( AN+ pu)x=Ax+ px
(d) YA\, p € K,Vz € E, (Au).x = A.(p.x).

Un espace vectoriel n’est pas un ensemble : c’est un ensemble muni de deux
lois vérifiant certaines prop@tés. Autrement dit, un espace vectoriel sur K est
un triplet (E, +, .), ce qui explique que, sur ureme ensemble, il peut y avoir
des structures d’espace vectoriel tadait differentes...Pour autant, on emploiera
I'abus de langage courant : "soit E un espace vectoriel”.

Lesélements de E sont ap@sivecteurstandis que leglements de K sont ap-
pelesscalaires Il est une convention assez universellemépandue qui consiste
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a noter les vecteura l'aide de lettres minuscules de I'alphabet latin, et les sca-
lairesa I'aide de lettres minuscules de I'alphabet grec. On manquera quelquefois
a cette egle.

LorsqueK = R, on dira aussespace vectoriel eel et lorsquek = C, on
dira aussespace vectoriel complexe

Exemples :

1. Les ensembles des vecteurs de la droite, du plan et de I'espace de la
géonttrie élementaire munis des épmtions classiques(oy, v5) +—
7 + 05 et (a, V) — a. 7 sont des espaces vectorietls. C'est
d’ailleurs la I'origine de la locution "espace vectoriel”.

2. Soienth € N* et K" le produit carésienk x ... x K, on munitK™ de
deux lois : une addition, dite composaateomposante &finie par :

(1, ey ) + Y1y oo Yn) = (T1 F Y1, ooy T + Yn)

qui fait de K™ un groupe ablien délement neutr0, ...,0), et une
opération externe de domaine Kefihie par :

A(1y ey Tp) = (A, oy Ay).

On verifie aigment quek™ devient ainsi un K-espace vectoriel. En
particulier, poum = 1, K est muni d’'une structure d’espace vectoriel
sur lui-méme. On parle donc de I'espace vectori#l et de I'espace
vectorielC™.

3. Si E et F sont deux K-espaces vectoriels (ils ont doncédenmcorps
de base), on peut munirs& d’'une structure naturelle de K-espace
vectoriel, en éfinissant ainsi les @pations :

V(z,y), (33‘/, y/) € ExF(xy)+ (a:’,y’) = (z+ x'y + y/)
V(z,y) € E,YA€ K, \(x,y) = Az, \y).

L'ensemble ExF muni de ces deux lois s’appelle I'espace vectoriel
produit de E par F. Le lecteur pourrémgraliser lui-néme au cas de

n espaces vectoriels,, ..., £, sur le meme corps K, et ainsi obtenir
'espace vectorieF,; x ... x E,, voir les rapports entre cet exemple et
'exemple pécedent.

4. L'ensemble K[X] des polydmesa coefficients dans K muni des lois
classiquesP, Q) — P+Q et(\, P) — \.P estun K-espace vectoriel.
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5. Soient D un ensemble quelconquéeD, K) 'ensemble des applica-
tions de D dans K, on munA (D, K) des lois suivantes :

Vf,g € AD,K),f+g:x+w f(z)+g(z)
Vi € AD,K)YAe K Mf:x— \f(z)

Le lecteur pourraé@rifier que ces deux lois sont bien internesA(D,

K) et que muni de ces deux loA(D, K) est un K-espace vectoriel,
appeé espace des applications de D dans Kldment neutre pour
I'addition est I'applicationf, : D — K définie parve € D, fo(z) =

0. On dit quef, est I'application nulle ef, sera @sormais ndae 0, ce
qui ne pete pasa confusion. Loppose d’'une application f est alors
I'application de D dans K née -f cefinie parve € D, (—f)(x) =
—f(z). On peut noter les cas particuliers suivants :

(@) D = N, K = R, AN, R) est I'espace vectoriekel des suites
reelles

(b) D = N, K = C, AN, C) est I'espace vectoriel complexe des
suites complexes

(c) D c R, K = R,A(D, R) est'espace vectorieéel des fonctions
numeriques, de variableeelle, d&finies sur le domaine D.

6. On peut @réraliser 'exemple @cedent de la magre importante sui-
vante. Si D est un ensemble quelconque et si E est un K-espace vecto-
riel, A(D, E) peutetre muni naturellement d’'une structure de K-espace

vectoriel.

7. Il se trouve que si E est un espace vectoriel sur un corps commutatif K
et si k est un sous-corps de K, la restriction de &ggiion externe de
KxE a kxE munit E d’'une structure d’espace vectoriel sur le corps
k. Le lecteur pourra en effetévifier que toutes les pro@tes sont
conserees. Autrement dit, tout espace vectoriel sur un corps K est
aussi un espace vectoriel sur tout sous-corps k de K. Ansjui est
un C-espace vectoriel, est aussi Rrespace vectoriel et UQ-espace
vectoriel. Mais ces trois structures doivéte tes soigneusement dis-
tinguées, le lecteur pourra se rendre compte par la suite que le corps de
base a une importance fondamentale dans la structure d’espace vecto-
riel.

La proposition suivante montre qu’il n’y a absolument aucune surprise et que
I'on calcule en fait comme dans toute structuregaigque classique.

PROPOSITION 5.1 1. V(z,y) € E,VA € K, Az —y) = Az — \y
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VAe K,\0=0

Yy € E,VA € K, A\(—y) = —\y

Ve e E,V(\p) € K, (A\—p)r = x — px
Vee E,Vue K, (—p)r = —px

Vere E,00 =0

7.Vre E,ZVA e K, (At =0)< (A=00ux =0).

o a0 bk wbN

Démonstration : le lecteur est in@i examiner les axiomes utilis pour @montrer
cette proposition
1. eneffetA\(z —y) + \y=A(z —y) +y) = \x
on faitz = y dans 1.
on faitz = 0 dans 1.
en effet(A — p)a + pr = (A — p) + p)e = Az
on faitA = 0 dans 4.
on fait\A = p dans 4.

N o bk wDd

on supposex = 0 : si A = 0 c’est bon, sinon\ est inversible dans le
corps K et on a par multiplication *(Az) = A0 = 0 d'ot 1z = 0
et donce = 0; la réciproque est triviale, il s’agit de 2. et .

DEFINITION 5.2 Soit(x, ..., z,,) un n-uplet de vecteurs d’'un K-espace vecto-
riel E, un vecteurr € FE est ditcombinaison lireaire des vecteurs;, ..., z,, Si
I'on peut trouver un n-uplet)\y, ..., \,) de scalaires tel que :

T = MNT1 + Aoxy+ ... + A\, 2.

Le lecteur notera@s maintenant qu'il n'a pasté dit que les vecteurs, ...,
x,, sont dewxa deux distincts, i.e. on admet volontiers légatitions. On admet
de plus que certains des scalairgs ..., A, (ou méme tous) puissent prendre la
valeur 0. En particulieli € [1,n], z; est combinaison ligaire de(z, ..., z,,) car
r; =0x1 4+ ... + 0z;—_y 4+ 1o; + 0451 + ... + Oz,

Exercice : dandR® on consiére les deux vecteurd = (1,—1,1) et B =
(_17 37 1)
1. rechercher si l'un des vecteurs suivadts= (1,2,3), D = (1,0, 2),
E = (0,1, 1) est combinaison ligaire des vecteurs A et B

2. soitX = (z,y, z) unélément quelconque d€?, quelle relation doit-il
exister entre X, y, z pour que X soit une combinaisogdine de A et
B ? (rfeponse 2x + y — z = 0).
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5.2 Sous-espaces vectoriels

DEFINITION 5.3 Soient E un K-espace vectoriel et F une partie de E, on dit
que F est ursous-espace vectoriele E si la restriction de I'additiora FxF et

la restriction de I'ogeration externea KxF induisent sur F une structure de K-
espace vectoriel.

La definition méme d’'un sous-espace vectoriel F d’'un K-espace vectoriel E
contient le fait que F soit une partie stable de E pour les deux lois. Le lecteur
n’ignore pas que I'on ne peut parler de loi induite que sur une partie stable pour
cette loi.

L'utilisation de cette éfinition demande dix@&monstrations pour@rifier qu’une
partie F de E est un sous-espace vectoriel de E. Heureusemer@oientle sui-
vant, qu'’il faudra utiliser sygmatiquement, simplifie congdablement les choses.

THEOREM 5.1 Soit F une partie d’'un K-espace vectoriel E, les propositions
suivantes soréquivalentes :
1. F est un sous-espace vectoriel de E
2. (F, +) est un sous-groupe du groupe additif (E,+)
F est stable pour I'opration externe, i.e. :

VAe K,Vx € FAx € F

3. F#0©
F est stable pour I'addition, i.e. :

Ve,ye Floe+y e F

F est stable pour I'opration externe

4. F+ 0
F est stable par combinaison Baire de tout couple de vecteurs de F, i.e. :

YA\ pue K,\Ve,ye F. e+ py € F.

Démonstration : il est clair que = 2. = 3. = 4., pour montrer léquivalence
des quatre propositions il suffit donc de montrer gue= 1.. On doit en
premier lieu erifier la stabili€ pour les deux lois : soient donc x et y deux
élements de F, en prenaxt= 1 ety = —1dans 4. ontrouver—y) € F'. (F,
+) est donc un sous-groupe&ien de (E, +). Par ailleurs, soitun scalaire
et x unélément de F, en prenapt= 0 dans 4. on trouvezr € F. F est
donc stable pour I'opration externe. Comme les quatre préf@s de la loi
externeenon&es dans la&finition ? ? sont vraies dans E, elles le restent a
fortiori dans F, car F est inclus dangJE
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Le critere 4. des sous-espaces montre qu’un sous-espace vectoriel F est stable
par combinaison li@aire d’'un couple de vecteurs de F. Plésaralement, on peut
vérifier par ecurrence sun € N* que F est stable par combinaisorélitire de

n-uplets de vecteurs de F.

Il arrivera souvent d’avoia montrer qu’un ensemble F muni de deugigiions,
une interne et l'autre externe de domaine un corps commutatif K, est un K-espace
vectoriel. Une excellente ruse consistera d’une gatonger F dans un ensemble
plus grand E,&put étre un K-espace vectoriel, et d’autre parhontrer que F est
un sous-espace vectoriel de E. Il faudra donc cirmaes K-espaces vectoriels
classiques (cf exemples de la sectioaggdente).

Exemples :
1. soit E un K-espace vectoriel, les part{€g et E sont des sous-espaces
vectoriels de E appés$ sous-espaces triviaux

2. soitn € N, K,[X], ensemble des polyimesa coefficients dans K de
degg inferieur ouégala n, est un sous-espace vectoriel de K[X]

3. I'analyse fournit de nombreux exemples de sous-espaces vectoriels de
A(l, R), ot I est un intervalle d& ; entre autres :

(a) 'ensembleC(l, R) des applications continues sur |

(b) 'ensembleD(I, R) des applications&tivables sur |

(c) pour tout entiem > 1, 'ensembleD,,(I, R) des applications n
fois derivables sur |

(d) pour tout entien, € N, I'ensembleC"(l, R) des applications de
classe C sur |

(e) side plus | est un segment [a, b], le lecteur cdinstmement I'en-
sembleS, ; des fonctions en escalier sur [a, b] et 'enseniiylg
des fonctions irégrables au sens de Riemann sur [a, b].

Contre-exemples : il y @avidemment des parties de K-espaces vectoriels qui ne
sont pas des sous-espaces vectoriels, on note en particulier :

1. 'ensemble des polyyimes de de@ exactement n n’est pas un sous-
espace vectoriel de K[X]

2. 'ensemble des fonctions positives ou nulles (reggatives ou nulles)
définies sur une partie D d& n’est pas un sous-espace vectoriel de
AD,R)

3. 'ensemble des fonctions croissantes (regeraissantes) (resp. mo-
notones) éfinies sur une partie D d& n’est pas un sous-espace vec-
toriel deA(D, R).
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Il est fortement conse#l au lecteur de passer quelques minatesrifier les
assertiongnon&es dans ces exemples ou contre-exemples.

Exercices :

1. Montrer que I'ensemble des triplets (X, y, z) de nombeetsr\érifiant
V2z— %+ (log m)z = 0 estunR-espace vectoriel. Est-ce (espace
vectoriel ?

2. Soit P (resp. 1) I'ensemble des fonctions rariques paires (resp. im-
paires) @finies sulR, montrer que P et | sont des sous-espaces vecto-
riels deA(R, R).

5.3 Applications linéaires

Le lecteur aura@ement remargque toute structure a ses morphismes. Les
morphismes sont ici des applications qui respectent la structure de K-espace vec-
toriel. Il est donc toud fait normal de poser lagdinition suivante, qui ne contient
en fait qu’une pecision de vocabulaire.

DEFINITION 5.4 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, on appelle morphisme,
ou encoreapplication K-linéaire de E dans F, toute applicatiofi : £ — F
verifiant les deux conditions suivantes :

Vo,y € E,f(x+y)=f(z)+ f(y)
Vo € EVA€EK, f(\z)=\f(2)

Si ' = K, une application lieaire de E dans K prend le nom tt@me linéaire

Les terminologies en vigueur fonctionnent encore dans le cadre des K-espaces
vectoriels :

1. siE = F, ondit que f est un endomorphisme de E

2. si E et F sont quelconques et f bijective, on dit que f est un isomorphisme
de K-espaces vectoriels

3. siF = F et f bijective, on dit que f est un automorphisme de E

4. en outre, s’il existe un isomorphisme entre deux K-espaces vectoriels E et
F, on dit que E et F sont isomorphes.

On introduit alors les notations suivantes :

1. 'ensemble des applications K-&nires de E dans F est Baf x (E, F), ou
encoreL(E, F) si aucune confusion n’egtcraindre

2. 'ensemble des isomorphismes de E sur F et lsat(E, F)
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3. I'ensemble des endomorphismes de E est gi(E), ou encore’(E)

4. I'ensemble des automorphismes de E esé i@t (E), ou encore GL(E),
et s'appelle legroupe linéaire genéral du K-espace vectoriel E (on verra
plus tard I'explication de cetteéhomination, c’est bien un groupe pour la
composition des applications).

La proposition suivante peétre un criere rapide pour montrer qu’une appli-
cation est une application Eaire.

PROPOSITION 5.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application
de E dans F, les propositions suivantes seuivalentes :

1. fest une application K-ligaire
2. VA, p€ K,Vo,y € E, f(Ar + py) = Af(z) + pf ().
Démonstration : on laisse le soin au lecteur de pasery = 1 oup = 0.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, 'applicationt — F' définie par
Vo € E,0(z) = 0 est K-lingaire. On I'appelle I'application nulle de E dans F.

Si f : E — F estune application K-ligaire, la preméire condition de la
définition ? ? montre que f esé@ un morphisme de groupes additifedlors, f
pos®de toutes les prog@iés d’'un morphisme de groupes, en particuligfx) = 0
etVz € E, f(—z) = — f(z). Cette derrére propréte est aussi une cobguence
de la deux@éme condition de la&finition ? ? en prenant = —1.

Exercices :

1. Soit E un K-espace vectoriel, on rappelle que I'horgtithde rapport
a € K de E est I'application :

EF—F

T— .x

he

Montrer queh, € L(FE). Pour quelles valeurs de a-t-onh, €
GL(E)?

2. Montrer que l'applicationD : K[X] — K[X] définie parvP €
K[X], D(P) = P’ (polyndme cerivé) est une application K-léaire.
Est-elle injective ?surjective ?

3. Montrer que l'application : 7, — R définie parVf € Zy),
I(f) = ff f(t)dt est une forme ligaire surZy, ;).

PROPOSITION 5.3 Soit E un K-espace vectoriel, I'application identique; ide
E est K-lireaire. Autrement dit, Ig est un endomorphisme de E. C'esgtme un
automorphisme de E.
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Démonstration : il suffit de remarquer quezldst 'homotletie de rapport 1 (cf
exercice)

PROPOSITION 5.4 Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f une application
linéaire de E dans F, i.ef € L(F, F'), et g une application ligaire de F dans G,
iLe.g e L(F,G):
ELFS G;
alors I'application composego f de E dans G est encore une applicatiorékire,
le.:
(fe L(E,F)etge L(F,G)) = go feL(EQG).

Démonstration : on emploie le agite de la proposition? ? :

9(f(Ax + py))

g\ f(x) + pf(y))
Ag(f(x)) + pg(f(y))
Ago f(z)+pgo f(y)

VA, ue KVe,y € E, go f(Ar + py)

PROPOSITION 5.5 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f un isomor-
phisme de E sur F, I'applicatiorrt de F sur E est encore une applicationdire.
Autrement dit, f! est un isomorphisme de F sur E.

Démonstration : on posé\, i € K,Vu,v € F,z = f~'(u) ety = f~!(v), ce
qui a bien un sens puisque f est bijective, ce qacst encoreu = f(z) et
v = f(y);onaalors:

(A (@) + 1f(y)
Qe ) g

/\/-\

On remarque que si E et F sont deux K-espaces vectoriels, I'ensél{tble
F) des applications K-ligaires de E dans F est une partie de I'enser{lg, F)
de toutes les applications de E dans F. Or F est un K-espace vedfoftel F)
est donc muni, de facon naturelle, d’'une structure de K-espace vectoriel. Tous les
espoirs sont donc permis.

THEOREM 5.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, alors I'enseri(ie
F) est un sous-espace vectoriel A, F). Autrement ditL(E, F) et donc aussi
L(E) sont des K-espaces vectoriels.

Démonstration : on emploie le troéshe criere des sous-espaces vectoriels du
théoeme ? 2.
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1. L(E, F) # © car I'application nulle est ligaire

2. L(E, F) est stable pour I'addition. On prend dezl@ments f et g dans
L(E, F), on doit erifier quef + g est lirgaire :

= f(Ar + py) + g( Ao + py)

VA\pue KNx,y e E, (f+9)(Ax+ py) z :\\j"cg g il)g((x)) i:?iy; 15283

= AMf+9)(x) +plf +9)(y)

3. L(E, F) est stable pour I'Ggration externe. On prend un scalairet
unélement f dan<C(E, F), on doit erifier quea. f est lirgaire :

= a.f(0r + uy)

VA p€ KVr,y € B, (a.f) (A + py) i g)f;{afijlzz%z;)

= Mo f)(@) + pla.f)(y)

On remarquera I'importance de la commutaéuitu corps K dans la
dernereégali€]

On peut en outre muni£(E) d’'une structure plus comgte.

THEOREM 5.3 Soit E un K-espace vectorielZ(E), +, o, .) est une K-algbre.

Déemonstration : admis.

On vient de écrire les liens algbriques des applications &aires entre elles.
On passe maintenaatune description de I'application Baire en s’inkressana
deux organes principaux : le noyau et I'image d’une telle application.

THEOREM 5.4 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application K-
linéaire de E dans F, alors :

1. I'image directe de tout sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vec-
toriel de F; en particulier
Im(f) = f(F) est un sous-espace vectoriel de F agpelagede f

2. I'image reciproque de tout sous-espace vectoriel de F est un sous-espace
vectoriel de E; en particulieier(f) = f~({0}) est un sous-espace vec-
toriel de E appet noyaude f

3. de plus, f est injective si et seulemenksir(f) = {0}.

Déemonstration :
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1. soit E’ un sous-espace vectoriel de E, on cagr@d’'ensemble f(E’).
Comme E’ contient 0, f(E") contienf(0) = 0, donc f(E’) n’est pas
vide. D’autre partyu € F(E'), 3z € E', f(z) = u etVv € f(F'),
dy € E', f(y) = v, doncVu,v € f(E'), Y\ pu € K, Au+ puv =
M(z) + pf(y) = f(Az + py) car f est lireaire, mais E'&tant un
sous-espace vectoriel de E est stable par combinaiseaila donc
Au+ pv € f(E)

2. soit F’ un sous-espace vectoriel de F, on comsidensemblef!(F’).
Commef(0) = 0 € F’, f~'(F’) contient 0, donc f}(F’) n’est pas
vide. D’autre partyz € f~1(F"), f(z) € F' etvVy € f~Y(F"), f(y) €
F',doncVz,y € f~Y(F"),V\, u € K, fQz+py) = Mf(x)+uf(y) €
F’, puisque F’ est stable par combinaisorekire, dongf (A\z + uy) €
F', i.e. par @finition Az + py € f~*(F’). {0} étant trivialement un
sous-espace vectoriel de F, la seconde partiesulte

3. enfin, sif est injective, comme on a toujoyi®) = 0, on en é&duit :

(f(z) =0) = (f(z) = f(0)) = (x =0)

doncKer(f) = {0}. Réciproquement, dker(f) = {0}, on a puisque
f est lingaire :

Va,y € B, (f(z) = f(y) = (f(z—y) =0) = (z—y = 0) = (z = y)
donc f est injectivel
Exercice : Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E

1. Montrer I'equivalence suivante :
Im(f) C Ker(f) & f* =0,
ol f2 = fof.

2. Montrer que si 'une de ces conditioaguivalentes esénli®e, alors
Idg + f estun automorphisme de E. On pourra calculd; + f) o
(Idg — f).

3. Montrer plus gréralement que s'il existe un entierc N* tel que

f™ = 0 (ondit que f est nilpotent), alokiz + f est un automorphisme
de E.

5.4 Somme de sous-espaces vectoriels

Le lecteur est invé a constater de lui-Bme que la&union de deux sous-
espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel n’est paséeargl un sous-espace
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vectoriel. Pour reradiera cet inconénient, on va remplacer I'union des sous-
espaces vectoriels par uneéogtion plus convenable qui est la somme des sous-
espaces vectoriels.

DEFINITION 5.5 On appellesommedes sous-espaces vectoriéls, ..., F, la
partie, noéeE) + ... + E, ou mieuxy . | E;, formée desléements de E qui sont
de laformer; + ... +z, 00z, € E, ...,z, € E,. Autrement dit :

x € ZE, & (A € By)...(Fz, € Ey), v =21 + ... + Ty
=1
On dira que x se @&ompose sur les sous-espaggs..., F,,. Le lecteur peut
constater qu’il n’est pas dit que les vecteurs..., z,, sont uniquesq suivre).

Exercices :

1. Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E,
montrer quel’+ F' = F, et plus @réralement qué'+ F+...+F = F.

2. Soient E un K-espace vectoriel®#t, ..., E,, n sous-espaces vectoriels
guelconques de En(e N*), on consi@re I'application :

FixEyx ... xFE,—FE

d . .
(21, T2y o0y p) — 1+ T2+ ... + 2,

On supposé’; x F, x ... x £, muni de sa structure d’espace vectoriel
produit.

(a) Montrer queb est lintaire.
(b) Décrire Ker et Imd.

THEOREM 5.5 La sommel; + ... + E, de n sous-espaces vectoriels d’'un K-
espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E. C’est en outre le plus petit
sous-espace vectoriel de E (au sens de l'inclusion) contenant les sous-espaces
vectorielsty, ..., E,,.

Démonstration : en effet, on suppose que le lecteasalu I'exercice pFcedent.
AlorsEy + ...+ E, = ®(Fy X By X ... x E,) =
Im® est un sous-espace vectoriel de I'espace deejietE, + ... + E,
contient bien entendu chaque sous-espace veciByiearz; = 0 + ... +
x; +...+0,doncE; C E; + ...+ E,. Mais de plus, si F est un sous-espace
vectoriel de E contenant I€s;, alors :

Vi € [1,n],xi el =ux el

doncz; + ... + x, € F puisque F est un sous-espace vectoriel de Hj d’o
FD>FE+..+FE, Ei+...+ E, est bien le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant les;[]
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On conserve les notationsguedentes. On agg remargé que la @composition
d'un élementz € Y 7" | E; n'est pas Bcessairement unique. Le lecteur se doute
donc que pour avoir toujours l'uniéi il doit exister un concours de circons-
tances favorables, qui va conduiéela notion de somme directe, &tdiverses
caracérisations, puis celle de sous-espaces sugmpentaires.

DEFINITION 5.6 Soient E un K-espace vectoriel &, ..., £, (n > 1) n sous-
espaces vectoriels de E, on dit que la sonfipe- ... + £, estdirecte et on note
E, & ..& E,, sitoutx appartenara ) ", E; admet une @composition unique
sur les sous-espaces vectoriéls ..., F,,.

PROPOSITION 5.6 Avec les notations de l&finition piecedente, on a Equivalence
suivante :

El@@En ~ v<l'1, ,.fL'n) < Elx...XEn,.T1+...—|—xn =0= L =..=T, = 0.

Démonstration :£-) on sait que 0 admet un&domposition unique sur |€s;,
or on a les deurgaliés :

1+ ..+z,=0et0+...+0=0

d'ouVi € [1,n], z; = 0.
(<) soitx € Y | E;, on suppose que I'on a deukebmpositions de x :

r=r1+..tx, =1+t ..+ Y,

avecVi € [1,n], x; € E;, y; € E;. Alors, par soustraction, on obtient :
0= (z1 =)+ .. + (Tn — Yn)-

Les E; étant des sous-espaces vectoriels de E,.9r-g; € E; pour touti €
[1,n], donc par hypothsez; — y; = 0, Vi € [1,n], ce qui &montre que les
deux cecompositions sont identiques, d’Bunicité de la @compositiofnl

THEOREM 5.6 (cas de deux sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel Bt, F, deux sous-espaces vectoriels de E,
on a l'équivalence :
El@EgﬁElmEQZ{O}

Démonstration ;) soitx € E; N Es,, on doit montrer que x est nul, or x admet
deux cecompositions sur les sous-espaces vectofiekst F,, a savoir :

r=xz+0=0+x

avec(z,0) € £y x Eyet(0,x) € By X E,. Lunicité de la @composition
entrane donc bierx = 0.
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(«) soitx € E; 4+ E,, si x admettait deux@ompositions distinctes sl et
E5, on auraitr = x1 + x9 = y1 + 42, avec des notatior®videntes. Bs lors,
par soustractiony; — y; = ys — @2, Orzy — 4 € Ey €taxy — yo € Ey, donc
E, N E, # {0}, ce qui montre la proposition par contrages]

Attention, on a bierecrit £, N E, = {0} et non pady; N By, = © : le lecteur
est invié a bien saisir cette diffrence fondamentale, sous peine de n’avoir rien
comprisa tout ce qui vient dtreetudi.

THEOREM 5.7 (cas geréral)

Soient E un K-espace vectoriel Et, ..., £, n sous-espaces vectoriels de E

(n > 1), les propositions suivantes samuivalentes :

1. lasommer; + ... + E,, estdirecte
2. Vi€ [1,n], E;N (X, E;) = {0}
3. Vi S [].,’I’L - 1], (Z;:l EJ) N Ei+1 == {O}
Démonstration : (£-2.) soitu € E; N (3_,; £;), on a pour le vecteur u deux
décompositions sur les sous-espakes
= 04+..+40+u+0+..40,caru € E;
= U +...+u_1+0+u4+... +u, Caru € ZE]-
j#i
doncu = 0 par unicié de la @composition

(=3)onavi € [L,n—1], (3|_, E;)) N By C BN (X
membre de droite eséduita {0} par hypotlése

(3=1)) soitu € E, + ... + E,, on suppose qu’il admet dewedompositions
distinctes :

izip1 By) etle

u x1+ ... +x,,Vi € [1,n],z; € E,
U = Y+ ...+ Yn, Vi € [Ln]:yiEEi'

Avec notre hypothse, il existe il < i < n, tel quex; # y;, doncJ = {i €
[1,n], z; # y;} estnon vide et majérpar n, il admet par coaguent un plus
grandélement, nat i, + 1. Des lors;i, € [1,n — 1] et par soustraction des
deux cecompositions, on obtient :

(1 —y1) + oo+ (Tig — Yio) = —(Tigt1 — Yig+1)-

Le premier membre appartiez‘atzzﬁoz1 E; et le second membra E; .
D’apres I'hypottese 3. ces deux membres sont donc nuls. En particulier,
Tig+1 = Yio+1, CE€ qui contredit le choix d& + 1. On vient de montrer par
'absurde que J est vide. L'uniéitde la @composition enasulte, la somme
est donc directe
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Attention, les conditions 2. et 3. dugbreme sont beaucoup plus fortes que la
conditionE; N...N E,, = {0}, ou nemeYi: # j, E; N E; = {0} (cf exercices).

Exercices :

1. Soient F et F’ les sous-ensembledRfedéfinis par :

F = {(z,y,2) € R®x — 2y + 2z =0},
F' = {(v,y,2) € R* 2z —y+22=0}.

(a) Montrer que F et F’ sont deux sous-espaces vectoridi®’de
(b) Montrer queF + I’ = R? mais que la sommé + F’ n'est pas
directe.

2. SoientD,, D,, D les sous-espaces vectorielsid&définis par :

D1 = {(xay) GRQ,x:2y},
D2 - {(x,y) €R2,x:3y},
Ds = {(z,y) € R* v = —y}.

(a) Montrer quevi,j € {1,2,3},i # j = D; N D; = {0}.
(b) Montrer que la sommé®, + D, + D3 n’est pas directe.

3. On consiérea nouveau I'application :

E1XE2><...><ER—>E
(X1, T,y Tp) — T+ o+ oo + 2,

D :

Montrer que la sommé’; + ... + E,, est directe si et seulement si
I'application® est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

DEFINITION 5.7 Soient E un K-espace vectoriel Bt, F, deux sous-espaces
vectoriels de E, on dit qué&; et £, sontsuppEmentairessi les deux conditions
Suivantes sontaalises :

1. E; et £, ont une somme directe
2. E1 & Ey, = FE (leur somme est donc E tout entier).

Le lecteur remarquera deux choses dans céfiaition. L'adjectif "suppémentaire”
s’adress& deux sous-espaces, et il qualifie une pi&prtommune E; et Fs. |l
vérifiera que 'adjectif "sup@mentaire” n'a rier voir avec "comm@mentaire”, et
on esgre qu'il naura jamais, ni I'occasion, ni le mauvaisigae les confondre.

On I'engage en effed mediter sur la stricte impossibiitde I'existence de sous-
espaces vectoriels con@phentaires. Par ailleurs, leétreme ? ? permet dtrire
la proposition suivante, és importante.
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PROPOSITION 5.7 Soient E un K-espace vectorielgt, £, deux sous-espaces
vectoriels de E, on a&quivalence suivante :

E=FE +E

E=EOES paE -0

DEFINITION 5.8 Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel
de E, on appellsuppEmentairede F (sous-entendu : dans E) tout sous-espace
vectoriel G de @rifiant £ = F' & G.

La premere question que I'on peut se poser est la suivagtant dong un
sous-espace vectoriel F d'un K-espace vectoriel E, existe-t-il toujours ureso@plaire
G de F (dans E) ? La dewetine question est tout aussi naturelle : si un supgeintaire
existe, est-il unique ?

La réeponse la premére question est oui. C’'est uréthieme tes profond, dont
la démonstration ne sera pas déerici, faute de moyens. Toutefois on en donnera,
dans deux chapitres, une preuve dans un cas particulieepomsei la deuxéme
guestion est non enégéral. Ainsi on sera, in perpetuum, contraint d’employer
I'article indéfini. Il existe cependant quelques exceptions : par exemple, E n'admet
que{0} pour suppdmentaire, et inversement.

Exercices :

1. Soient dan&® les deux parties suivantes :

F = {(z,y,2) € R,z +y+2=0},
G = {(MMA), A€ R}

(a) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoridRs de
(b) Montrer que F et G sont su@hentaires.

(c) Trouver d’autres suppimentaires pour F (resp. pour G).

(d) En ceduire que F (resp. G) admet une infinite sup@mentaires.

2. Dans I'espace produlf; x E, de deux K-espaces vectoridls et F»,
montrer que les partie®} x E, et £; x {0} sont deux sous-espaces
vectoriels sup@mentaires.

3. Montrer que tous les suphentaires d’un sous-espace vectoriel F
d'un K-espace vectoriel E sont isomorphes. Indicati@trire £ =
F @ G, etE = F @ (G5, construire alors I'application de G; dans
(G de la fagon suivante : g, € Gy, g1 = f + g, avecf € F et
g2 € Gy puisqueGG; C FE'; cette @composition est unique, montrer
alors que si on pren@(g;) = g2, ¢ est un isomorphisme d&; sur
GQ.

72



PROPOSITION 5.8 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application
linéaire de E dans F, alors tout suggmhentaire de Ker(f) est isomorphdm(f).

Démonstration : il suffit de le@mnontrer pour un suppmhentaire d’'aps I'exer-
cice pécdent. Soit alors U un sugphentaire de Ker(f) dans E, on laisse
au lecteur le soin de prouver que la restriction dd.f est un isomorphisme
de U sur Im(f). La surjectivé étant triviale, il suffit d’ailleurs de @rifier
I'injectivit &.

Attention, le fait que tous les sughentaires de Ker(f) soient isomorplies
Im(f) ne doit pas laisser penser (c’est une faute trop courante) que Ker(f) et Im(f)
sont toujours supplmentaires. En fait, il ne faut pas confondre isomorphes et
égaux. D’ailleurs, dans le casi& est diferent de F, Ker(f) est inclus dans E et
Im(f) dans F, ils auraient donc beaucoup de m@lre sup@mentaires.

Mais méme siE = F, il est rare que Im(f) et Ker(f) soient su@whentaires.
Néanmoins, par pur esprit de contradiction, on va édimtementgtudier une
classe d’endomorphismes ayant cette p&pri

5.5 Projections et projecteurs

Soit E un K-espace vectoriel, on suppose dopaur la suite une@tomposition
de E en somme directe de deux sous-espaces vectbyielsF, :

E:El@EQ.

On rappelle que € E admet une dcomposition unique de la forme= z + z»
avecr; € I etxy, € E,. On cEfinit alors deux applications p et q de la nexei
suivante :

E—F E—F

p:pr(x):xl q'xr—>q(x):x2'

DEFINITION 5.9 L’application p s’appelle lgrojection sur E; parallelement
a E,, de néme l'application g s’appelle larojection sur £, parallelementa E;.

PROPOSITION 5.9 Les applications p et g sont deux endomorphismes du K-
espace vectoriel E. De plus :

Ker(p) = E,
Im(p) = E4
Ker(q) = F4
Im(q) = Es
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Démonstration : soient = x; + x5 ety = y; + y» deuxélements de E et leurs
décompositions sur la somme directe)et, deux scalaires, ona:

AT+ py = (Az1 + pyn) + (Aza + p1ye).

On voit donc aiément que cettécriture est la dcomposition de\x + puy
(unicité) sur la somme directe. Autrement dit\x + py) = \xy + py; et
q(Ar + py) = A\xg + pyo. Lafin de la @monstration est trivialé

Onadonck = Ker(p) &
Im(p) etE = Ker(q) @

Im(q), puisqueE = E; & E,. On répete que ce n'est erégéral pas le cas pour
un endomorphisme quelconque.

PROPOSITION 5.10 On dcéfinit comme prc@demment p et g, on a alors :
1. p+q=1Idg
2.pog=qop=0
3.p=petg® =q.

Démonstration :

1. Ve e E,x =1+ 29 = p(z) + ¢q(x) doncldg = p +q

2. Vx € E,x = x1+x2, 0naq(x) = x5, mais orécritq(z) = 04 x5 pour
faire appartire sa @composition sut); & F, ; on adong(q(z)) = 0,
i.e.pog=0,etdengmegop =20

3. Vz € E,x = x1 + x93, 0n ap(x) = x1, ce qu'onécritp(x) = x; + 0,
on adong(p(z)) = x4, i.e.pop = p, idem pour &

La dernere propréte exprime que p et g sont des idempotentsC@). On
étudie maintenant ces idempotents.

DEFINITION 5.10 Soit E un K-espace vectoriel, on appgl®jecteurde E tout
endomorphisme p de Esifiant p? = p.

On justifie cette appellation établissant le lien entre projecteur et projection,
a l'aide du tfeoeme suivant.

THEOREM 5.8 Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E, alors p
est la projection sur Im(p) paralement Ker(p).

Démonstration : en dewatapes

1. on montre ici que Ker(p) et Im(p) sont suppientaires :
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(a) soit x unélement de E, unénorme ruse consisgeécrirex =
x —p(x)+ p(z); on pose alorg, = x — p(z) etx; = p(x). Il est
clair quex; €
Im(p); par ailleursp(zz) = p(z — p(z)) =
carp = p? etp € L(E) donczy, € Ker(p
T = X1+ To AVECr, €
Im(p) etzy € Ker(p)

(b) soitz € Ker(p)N
Im(p), commex €
Im(p) il existet € E tel quex = p(t). Par ailleursp(z) = 0 car
r € Ker(p), doncp(p(t)) = 0, i.e.p*(t) = 0, d’'ol p(t) = 0 car
p = p? etdoncr =0

p(z) — p*(z) = 0
). On a doncécrit

2. onmontre ici que p dacide avec la projection sur Im(p) paraklement
a Ker(p) : dans la prerareétape, on a&couvert la @composition de
tout element de E sur les sous-espaces Im(p) et Ker(p). Celle-ci est :
Ve e E,z =p(z)+ (x — p(z)) = 1 + x4, donc d’apes la @finition
des projectionsyz € E, n(z) = x; = p(x), i.e.m = plJ

Le lecteur pourra montrer que si p est un projecteur, glets/dz —p est aussi
un projecteur : g est justement 'autre projection agseiia cecompositionty =
Im(p) & Ker(p).
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Chapitre 6

Geéeneration et liberte

Les deux notions j@senges ici, 'independance ligaire et la @rération, sont
les deux ples de la tborie des espaces vectoriels. Ces deux notions ne sont
pas simples et les liens qui les unissent sont lo#&trd’evidents. Si de surctb
on cherchea tout exprimer en termes de familles, Bsoné&s s’alourdissent, les
demonstrations s’allongent et le niveau d’abstracti@iese. En consquence, il
est indispensable, pour tirer quelque profit édude tlorique @rérale, de com-
mencer par les situations les plus simpléesrites par un petit nombre de vecteurs,
sans ésiner sur les calculs explicites.

6.1 Préliminaires

Dans cette section, I'essentiel serecdt pour un triplet de vecteurs. Il est
vivement conseié au reophyte de bien comprendre cegélpninaires. Le lecteur
plus aguerri peut ignorer cette section.

6.1.1 Sous-espace vectoriel engerar

THEOREM 6.1 Soit (z1, x9, x3) un triplet de vecteurs de I'espace vectoriel E,
I'ensemble F des combinaisonséaires des vecteurs, z», x3 €St un sous-espace
vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel (pour I'inclusion) de E
contenant les vecteurs, x,, xs.

DEFINITION 6.1 On appelle F lesous-espace vectoriel engedpar x1, -,
x5 eton le note :

F = <$1,x2,$3> = {33' € E, El)\l, )\2, )\3 S K,x = )\11'1 + )\2(172 + )\333'3}.
On dit que(zy, z9, x3) engendreF ou que c’est undamille gérératrice de F.
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Si les vecteurs, x5, x3 sont dewa deux distincts, on dit encore que la partie
{z1, 9, 23} €St Unepartie gerératricede F.

On laisse au lecteur le soin d’@mager un texte analogue dans le cas d’'un
vecteur, d’'un couple, d’'un quadruplet, etc...
Démonstration :

1. I # @ car pour\; = Ay = A3 = 0 on trouve0 € F. De plus, soient
T,y € I, alorsx = Az + )\21’2 -+ )\3[[‘3 ety = H121 + HoXo + 33,
donc pour tous\, u € K on aiz + py = (A + pur)xy + (A +
ppi2)xe + (AXs + ppg)es € F

2. F contientr;, en prenand; = 1 et\, = A\3 = 0; idem pourz; etz;

3. soit F’ un sous-espace vectoriel de E contenant,, x3, alors F’ est
stable pour les deux lois et donc, pour tous scalaifges\,, A3 on a
Az + Axe + A3x3 € F'. F est donc bien le plus petit possible pour
I'inclusion]

Exemples :

1. SoientE = R? e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e = (0,0,1), alors
(e1, €9, e3) engendrdR® mais(ey, e;) engendre un sous-espace vecto-
riel strict deR?.

2. Soitx € E,x # 0, alors(z) = {\z, A € K} s’appelle une droite
vectorielle de E.
Exercices :
1. SoientE = R¥etF = {(z,y,2) € R3, 2z —y + 22 = 0}
(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E, trouver un couple
gérérateur de F. Y’a-t-il unicé d’un tel couple ?
(b) SoitX = (2,2, —1), montrer queX € F' mais que(X) & F.
(c) On choisit un coupléX;, X,) gérérateur de F, y'a-t-il unicé de
la decompositionX = A\ X7 + Ao X5 ?
2. SoitFE = K[X], montrer que
(@) (1+2X?%) e (1-2X, X2+ X, X3)
(b) X3 e (1,X, X?)
() X3 e (1,X —a,(X —a)? (X —a)?®),a € K donre.
D’une part, il esevident que si, est un nouvel individu de E, ona; , xo, 73, x4) C

(x1, 9, 3, x4). D’autre part, on a vu dans les exerciceég@dents que cette in-
clusion pouvaigtre stricte ou large.
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PROPOSITION 6.1 On a I'équivalence suivante :
Ty € (21, T2, T3) & (T1, T2, 73) = (71, T2, T3, Ty) .

Démonstration : <€) évident, puisque, € (x1, z9, x3, x4) = (1, o, T3).

(=) on suppose que 'ona, = a1 + asrs + asxs, alors pour tout vecteur x
appartenand (z, zo, x3, x4) ON peutecrire :

r = )\11’1 + )\Q.IQ + )\31’3 + )\41’4
= (A + Mag)xy + (Mg + Mag)zs + (A3 + Agag)zs

Plus gereralement, soient,, ..., z,, des vecteurs de E ; chaque fois que dans
le lot il en existe un qui est combinaisonéaire des autres, on peudtér sans
dommage pour le sous-espace vectoriel F engepdr(z4, ..., z,,). Lorsque cela
ne sera plus possible, on disposera d’une familigegatrice "minimale”. A une
telle famille on donnera bieat un nom.

6.1.2 Indépendance lireaire

DEFINITION 6.2 On appellerelation de dependance ligaireentre les vecteurs
x1, Tg, x3 de E tout triplet(\;, A2, \3) de scalaires tel que;z; + \oxs + A3z3 =
0. Le triplet (0,0,0) est toujours une relation deépendance li@aire, appete
relation triviale.

S'il existe une relation de&pendance li@aire non triviale, on dit que le triplet
(z1, 9, 23) €stlié, ou que les vecteurs,, x,, x5 sontlinéairement @pendants
Dans le cas contraire, on dit que le triplet elbre ou que les vecteurs sont
linéairement in&épendants

En resung, étudier I'independance ligaire des vecteurs;, x,, x5 revienta
résoudre equation suivante ely, Ay, A3 :
)\1.1'1 + )\21’2 + )\31’3 =0.
Si la seule solution est la solution trivial@, 0, 0) le triplet est libre, sinon il est
lie.
PROPOSITION 6.2 (x1, 9, z3) estlié si et seulement si 'un au moins des vec-
teurszy, x9, v3 €St combinaison ligaire des deux autres.

Démonstration : on suppose;, x2, z3) li€, soitA;z; + Aexs + A3x3 = 0 une
combinaison ligaire nulle, non triviale, alors un au moins des coefficients
est non nul, par exemplg; # 0 (sans perte degyéralit€). Des lors,\; est
inversible dans K eton a:

w3 = (=A3' A1)z + (=A3 M) wa € (21, 20)
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Réciproquement, si; est combinaison ligaire der; et x,, on peutecrire
xr3 = axy + Py et alors(a, 5, —1) est une relation deé&bendance non
triviale entrex, x4, x3[]

Exercices:
1. Montrer que s{x1, 22, x3) est un triplet libre de E, il en est deéme
du trlplet(xl + Zo,To + 3,23 + ZEl).

2. Etudier l'independance des triplets suivantsifeou deR?® et donner,
s'ily a lieu, les relations de@&pendance non triviales :

((17 3)? (47 _1>7 (_57 1))
((1,8,1),(—9,-3,1),(2,2,-3))
((2,3,-1),(8,8,1), (4,2,3)).

6.1.3 Lien entre famille libre et famille genératrice

PROPOSITION 6.3 Soit (x1, 22, x3) un triplet de E, ce triplet est libre si et
seulement si aucun des vecteurs du triplet n’est combinaiséaifan des deux

autres.
Démonstration : c’est la contrapgEes de la proposition predente.

PROPOSITION 6.4 Soient(xq, x2, z3) un triplet libre de E et x un vecteur de E,
alors le quadrupletzy, z2, x3, z) est lié si et seulement si € (xy, x5, x3).

Démonstration : soit\;, A2, A3, A) une relation de &endance non triviale entre
les vecteurs:y, s, x3, z, alors\ # 0 car sinon le triple{xy, =5, x3) serait
lié, donc) est inversible et 'on a:

xr = (-/\_1)\1)1’1 + <—/\_1)\2)ZE2 + <—/\_1)\3)ZE3.

La réeciproque estvidenté]

PROPOSITION 6.5 Soit(z1,x2, z3) un triplet de vecteurs de E, |énonés sui-
vants sonéquivalents :

1. (x1,x9,x3) estlibre

2. tout vecteur x appartenagt(z, x2, z3) admet une uniqueé&tomposition
de la forme :
r = /\11131 + )\2.732 + )\31’3.

Démonstration : (bZ) soientr = AT+ Aoz + )\3%3 = U121 + U2X9 + U3T3
deux cecompositions de X, par soustraction on obtient :

()\1 — ul)xl + ()\2 — /L2>$2 + ()\3 — ug)l’g =0.
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Mais (x1, z2, x3) est libre, on en @duit donch; = py, Ay = po, A3 = ps.
Les deux @compositions sont don@oessairement identiques.

(2=1.) en effet, 1. ne fait qu’exprimer 2. pour= 0[]

DEFINITION 6.3 Soient(z;, x2,z3) un triplet libre de vecteurs de E &t =
(x1, 9, 73), (71,72, 3) S'appelle unebasede F. C’est donc un triplet libre en-
gendrant F.

D’apres ce qu’on a vu @edemment, dizy, zo, x3) €st une base de &, x2)
n'engendre pas F. Sinon; € (x1, z5) et le triplet initial ne pourrait padtre libre.
Il en va de néme pour(zy,z3) et (xq, z3). Une base appditadonc comme une
famille gérératrice minimale.

Une base de F appataussi comme une famille libre maximale car une sur-
famille stricte d’'une famille grératrice est @cessairementée.

6.2 Introduction

On césire gréraliser les notions prédentes. On pourrait penser se limier
des familles finies, mais ceci s'akerait tes rapidement insuffisant. Se pose alors
immédiatement un probme : on a dfini la somme de deux vecteurs, et donc par
itération la somme d’'un nombre fini de vecteurs. Mais en aucun cas on ne peut
parler ici de la somme d’une infil@tde vecteurs, lesdinitions doivent donétre
amenages de facoa ne rencontrer toujours que des sommes finies.

Par ailleurs, on aura soin de ne pas confondre famille et partie. & aliife
est exactement la@me qu’entre arrangement avégatition et combinaison sans
répétition. Toutefois, on remarque ques});; est une famille, on peut con&cer
son ensemble image qu’on ndte;, i € I}. Réciproquement, si A est une partie,
on peut lui associer la famille "idenétsur A’, en considrant A lui-néme comme
ensemble d’indices. On utilisera souvent, par la suite, cegpopermettant de
passer de la notion de partiecelle de famille, et inversement.

DEFINITION 6.4 On dit qu'une famille(\;);c; de scalaires est support finisi
I'ensemble des indices i pour lesquelsest non nul est fini. On dit aussi que les
A; sontpresque tous nuls

Bien évidemment, si | est un ensemble fini, cetédinition perd tout ingrét.
De plus, la famille(\;);c;, ou pour tout iA; = 0, esta support fini. On I'appelle la
famille triviale (indexee par I).

PROPOSITION 6.6 Soit | un ensemble d’indices quelconque, 'ensemble des
familles de scalaires indées par la support fini est un sous-espace vectoriel du
K-espace vectorieli(l, K). On le noteK (!,
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Démonstration : on sait qud(l, K) est un K-espace vectoriel pour les lois
usuelles, il suffit donc deérifier la stabilie dek /) par combinaison ligaire
de deuxélements. Or s{\;);c; et (u;)ic; sont deux familles support fini,
pour tous), i éléments de KA\, +14; )1 st clairemend support fini, son
supportétant inclus dans leéunion des deux supports (i.e. 'ensemble des
indices pour lesquels le scalaire aséagst non nul) de); ) et ()i

DEFINITION 6.5 Soit (z;);c; une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel
E, on dit qu’un vecteur x de E esbmbinaison lireaire de la famille(x;);c; S'il
existe une famill¢)\;);c; de scalairesa support fini, telle que :

T = Z Ai;.

i€l
La famille ()\;);c; étanta support fini, il N’y a qu’'un nombre fini de termes

Aiz; non nuls. On convient alors que le symbdle_, désigne la somme de ces
termes non nuls. Il s’agit donc bien, en fait, d’'une somme finie.

DEFINITION 6.6 Soit(z;);c; une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel
E, on appelleelation linéaire entre les vecteurs de cette famille toute famille de
scalaires(\;);c; a support fini erifiant :

el

Une relation lirgaire entre les; est donc urelement dek'!). La famille tri-
viale de scalaires est toujours une relatiorgdiime entre les:;. On I'appelle la
relation triviale.

Exercice : Montrer que I'ensemble des relationgdimes entre les vecteurs de la
famille (z;);c; est un sous-espace vectoriel H€').

On rappelle enfin que I'on nomnedus-famille (resp.sur-famille) d’'une fa-
mille donrée toute restriction (resp. prolongement) de la famille en question. En-
fin, dans le caswl est fini, on appelle cardinal de la famille;);c; le cardinal de
l.

6.3 Genération

La technique dcrite est standard. Elle fonctionne chaque fois que I'on a une
stabilitt par intersection et ellegfinit ce que I'on appelle parfois une fermeture
de Moore.

THEOREM 6.2 Soit(F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels du K-espace
vectoriel E, I'intersection de la familleE;);; est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration 0,<; est non vide puisque 0 appartieéntous les¥;. De plus :
Vo, y € Nier B, V\, € K, x + py € Nier B
En effet,Vi € I, x,y € FE;, or E; est un sous-espace vectoriel de E, donc
Vie l, \x+ py € El]

THEOREM 6.3 Soit A une partie de E, 'ensemble des sous-espaces vectoriels
de E contenant A admet un plus pé&iément (pour I'inclusion). On I'appelle le
sous-espace vectoriehgendg parA, il se note(A) ou encore Vect(A).

Démonstration : d’ags le tieoeme pecadent,(A) n'est autre que l'intersection
de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A, cette faratban’
pas vide puisqu’elle contient au moin8IE

Exemples :

1. SiF estun sous-espace vectoriel de E, 0R)a= F'
2. () = {0}, ce qui est unésultat important
3. Si F; et E; sont deux sous-espaces vectoriels de E, éh & Fy =
(Ey U Ey).
Exercice :

1. DansR consicreé commeR-espace vectoriel, quel est le sous-espace
vectoriel engendr par{1} ? Plus @réralement, soit A une partie de
R, déterminer(A) : on distinguera trois cas
2. Soient A une partie du K-espace vectoriel E et B une partie de E telle
queA C B C (A), montrer qug B) = (A)
3. Soient A et B deux parties du K-espace vectoriel E, montrer que :
ACB= (A) C(B).
Réciproque ?
DEFINITION 6.7 Soit A une partie du K-espace vectoriel E{d) = F on dit
gue A est uneartie genératricede E.

En particulier, E est une parti@geratrice de E. Toutefois, le lecteur sera vite
convaincu que les partieggeratrices intressantes sont celles qui sont "les plus
petites possibles”. On pcisera bieridit ce que I'on entend paa) mais pour l'ins-
tant, on vaétendre la notion deg&gération aux familles. Ceci n’est pas actuelle-
ment indispensable, mais le deviendrat#urement.

DEFINITION 6.8 1. Soit(x;);c; une famille d'un K-espace vectoriel E, on
appelle sous-espace vectorglgendeé par la famille(x;);c; le sous-espace
vectoriel engendr par 'image{z;, ¢ € 1} de cette famille

83



2. On dit que la famillg(x;);c; est unefamille génératrice de E si le sous-
espace vectoriel enger@par elle est E.

On remarque que le sous-espace vectoriel enggrairune partie A dacide
avec le sous-espace vectoriel engénuhr la famille canoniquement assed A,
ce qui fait le lien entre les deux notions.

Le lecteur a 8rement remarqaique lors des gliminaires on a éfini le sous-
espace vectoriel enger@par une famille en termes de combinaisongdires.
On doit donc faire le lien entre ces deuifishitions.

THEOREM 6.4 Soit(x;);c; une famille d’'un K-espace vectoriel E, le sous-espace
vectoriel engendr par cette famille est I'ensemble des combinaisoréaines de
la famille (z;);e;.

Démonstration : on doit donc montrer que I'ensemble des combinais@agrés
de la famille donge est un sous-espace vectoriel de E et que ce sous-espace
vectoriel est le plus petit contenant tous les vecteur3out d’abord, pour
éviter un cas particulier, on convient quelsi= @, alors) ;. x; = 0.
L'ensemble des combinaisonséaires de la familléz;);c; contient donc
toujours le vecteur nul : si # ©, on prend la famille triviale de scalaires.
Soient alors x, y deux combinaisonsdaires de la familléx;);c; et A, u
deux scalaires quelconques, on a dane= > ., \iwi, ¥y = D, c; i,
(Ai)ier €t(us)icr asupportfini, d'o Az + py = > (AN + pps)z; etlafa-
mille (AX\; + pp;)ier €St encoré support fini. Lensemble des combinaisons
lineaires de la famille dor@® est donc un sous-espace vectoriel de E qui
contient bierevidemment tous les; : on prend\; = 1 etsij # i, A\; = 0.
Enfin, si un sous-espace vectoriel de E contient tous les vecters)de,
par stabilie, il contient toutes les combinaisonsdaires de cette famille,
ce qui ackeve la preuvel

Le sous-espace vectoriel engemgar une partie A d’'un K-espace vectoriel E
est donc I'ensemble des combinaisong&éiimes deg&léments de A. Ainsi{®) =
{0} etsiA# @:

(A) ={zx e E,3ne N*,3\,.., \, € K,3x1,....,2, € Ajx = Z/\’xZ}

=1

Exercice : Soifz;);c; une famille de vecteurs du K-espace vectoriel E, on c@nsid
I'application :
KO - F
(qi)ier = D iep ity

1. Montrer qued est bien éfinie et qued est lirtaire

d .
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2. Montrer qued est surjective si et seulement(si;);c; est une famille
gérératrice de E.

Le theoeme pecedent est d’une é&s grande importance. En effet, il affirme
gue la connaissance d’'une famille (ou d’'une part&xggatrice de E permet de re-
constituer I'inegrali€ de I'espace. Ceci explique laremarqgue : une paéiemtrice
est d’autant plus iressante qu’elle comporte "le moins possibl&leiments. On
cite donc la proposition, a priori sansérit, suivante.

PROPOSITION 6.7 Soit E un K-espace vectoriel, toute partie contenant une
partie gerératrice de E est encore une partiérgratrice de E. De rame, toute
sur-famille d’une famille §rératrice de E est encore une famillérgratrice de

E.

Déemonstration évident

Le theoreme suivant est en revanche du plus haur@tt car il permet dBter
desélements d’'une famille geratrice.

THEOREM 6.5 Soient(z;);c; une famille @rératrice du K-espace vectoriel E,
ip € I etJ = I\{io}, la famille (x;);c, est une famille grératrice de E si et
seulement si;, est combinaison ligaire de la famille(z;);c.;.

Démonstration : siz;);c; est gréeratrice, tout vecteur de E est combinaison
linéaire de cette famille et donc en particulig. Reéciproquement, on sup-
pose qu'il existe une famille de scalairés;);c;, a support fini, telle que
Ti, = Y_,cs 0ux;. SOit alors x un vecteur quelconque, il existe donc une
famille de scalaireg););c;, a support fini, telle quer = > ., \iz; =
)‘ioxio + ZiEJ A& = ZiEJ(/\i + /\io&i)xi et la famille ()\Z + )\ioai)iGJ
est encoreéx support fini.(z;);c; est donc bien une familleégératrice de
EL]

On cite enfin, pour @amoire, une propéite ceja vue des combinaisonséaires,
géreralement appék "transitivie”.

PROPOSITION 6.8 Soient A, B, C trois parties d’'un K-espace vectoriel E, on
a:
AcC(B)etBC (C)=AC(C).

Déemonstration évident

6.4 Libertée

D’apres les consigrations pecdentes, une familleggératrice ickale de E se-
rait une famille telle que toutes ses sous-familles strictes ne soient@ieatrices.
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Une telle famille g@rératrice est dite minimale. Mais on ne sait pas encore si de
telsétres existent toujours, car leéthveme ? ? ne permet@iminer deslements
qu’un par un & méditer).

PROPOSITION 6.9 Soit(z;);c; une famille @rératrice minimale, non vide, d'un
K-espace vectoriel E, la seule relation&aire entre les vecteurs de cette famille
est la relation triviale.

Démonstration : sja;);c; €tait une relation ligaire non triviale, il existerait un
indicei, tel quea;, # 0 etdonc :

Q4
;T = 0= Tio = ——Z;
2 T q,
il 1#£10
ce qui contredirait la minimaktde la famille(z;);c; d’apres le tieoeme ? 2]
On est ainsi ameéa donner un nom aux familles p@éskant cette propeié.

DEFINITION 6.9 Soit (z;),c; une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel
E, on dit que cette famille efibre si la seule relation ligaire entre les:; est la
relation triviale, i.e. :

V(i)ier € KUY aumy = 0= (Vi€ I, o, =0).
el

On dit aussi que la famille est foém de vecteurnéairement in&épendants
Dans le cas contraire, la famille est dileeou formee de vecteurkn éairement
dépendants

DEFINITION 6.10 Une partie A de E est ditiore si la famille canoniquement
assoceea A est libre, dans le cas contraire elle est ditee

Exemples :
1. DansR?, {(1, 0), (0, 1} est libre.
2. Siz € Eetsiz # 0, alors{x} est libre.
3. Siune partie A de E contient le vecteur nul, alors A &st.li
On cite la proposition suivante, duame ordre d’inéret que la proposition ? ?.
La démonstration est laiég en exercice au lecteur.

PROPOSITION 6.10 Si A est une partie libre d'un K-espace vectoriel E et si
B C A, alors B est libre. De @me, toute sous-famille d’'une famille libre est
libre.

Les familles libres onété introduites comme des famill@&Eonomiques, du
point de vue de lagrération. Il se trouve gu’elles ont duéme coup une propie
(presque) inattendue.
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PROPOSITION 6.11 Soit(z;);c; une famille de vecteurs d’un K-espace vecto-
riel E, les dewénon&s suivants soréquivalents :

1. (x;);es st une famille libre
2. Vx e <(xi)iel>1 EI!(O-/i)iEI S K(I), T = Zie] [e7H I
L'important ici est le point d’exclamation (unié&ij!

Démonstration : (}-2.) on suppose que= > ., &;x; = » ;. Bi%; OU ()ier
et (3;):e; sont deux familles de scalairasupport fini. Par soustraction, on
obtient) ., (o — f;)z; = 0, donc(a; — 3;)icr €st une relation ligaire
entre lesy;. La famille étant libre, cette relation est la relation triviale et la
decomposition de x est bien unique.

(2=1.) par hypotkse, le vecteur nul n"ladmet qu'un@abmposition suivant
les vecteurs:;. La relation triviale fournit une @compositiorevidente. La
relation triviale est donc la seule relationdmire entre les; et la famille
donree est bien librel

On a consiére jusqua pesent le cas le pluggeral. On va maintenant retrans-
crire les Esultats dans le cas particulier des familles finies et plus pagrentient
en prenant = [1,n], afin de retomber sur lesgliminaires. On fera I'abus clas-
sigue qui consista identifier les familles indedes par [1, n] et les n-uplets. On
remarqgue tout de suite que la notion de support fini di§para

Transcriptions :

1. Soit(z4,...,z,) un n-uplet de vecteurs du K-espace vectoriel E, on
appelle relation liaire entre les vecteurs, ..., x,, tout n-uplet de
scalaire§ay, ..., a,,) tel qued”" | a;z; = 0. Le n-uplet(0, ..., 0) est
une relation lieaire dite relation triviale.

2. Le n-uplet(zy, ..., x,,) est dit libre si la seule relation laire entre les
x; est la relation triviale, i.e. :

Vay,...,a, € K,aqnx1+ ...+ o, =0=>a; = ... = a,, = 0.

Dans le cas contraire, le n-uplet est d&t i

Ces transcriptions ne sont pa&dées d’'inérét, méme dans le casgéral. En
fait, le cas ai | est fini suffit, comme le prouve leébeme suivant, &s important
dans la pratique.

THEOREM 6.6 Soit(x;);c; une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E,
les deux propositions suivantes séquivalentes :

1. (x;);es st une famille libre
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2. toute sous-famille finie de;);c; est libre.
Démonstration : (:-2.) proue a la proposition ? ?

(2=1.) soit(«;);c; une relation ligaire entre les;. Cette famille est dona
support fini. Soit J le support de cette famille, on a alors :

0= ZO&Z'ZEZ‘ = Zaixi

el ieJ

par cefinition meme de ce symbole. Mais J est fini, donc par hygs¢h
(x;)ics €st libre. On en @duit queVi € J, o; = 0 et par cfinition du
support on &i € I, o; = 0. La famille initiale est bien librel

Exercices :

1. Montrer que la famillé X™),,  est libre dans K[X].

2. Soitf, I'application eelle cfinie surR par f,(x) = |z — a|, montrer
que la famille(f,).cr est libre dansiA(R, R).

3. Soit g, I'application eelle c&finie surR par g(z) = ¢, montrer
que la famille(g,).cr est libre dansd(R, R). On pro@dera comme
précedemment et on pensera aeguivalents au voisinage de l'infini.

4. Pour tout entier strictement positif p, soigitet g, les applications
réelles éfinies suR par f,(z) = sin(pz) etg,(x) = cos(pz), montrer
que pour tout entier strictement positif n la famill&, g1, ..., fn, gn)
est une famille libre del(R, R). On établira d’abord leé&sultat pour
n = 1, puis on effectuera un raisonnement gacurrence enétivant
deux fois une combinaison Baire nulle.

6.5 Base

Les deux sections predentes font appditee une race particldrement inkressante
de familles, celles qui soré la fois libres et §rératrices. On ne sait pas encore
si de telles familles existent toujours (on sait trouver des "petites” familles libres,
des "grosses” famillesarératrices, mais entre les deux...). Cela n’interdit pas de
poser la éfinition.

DEFINITION 6.11 Soit E un K-espace vectoriel, on appeliasede E toute
famille de vecteurs de E qui esla fois libre et grératrice.

DEFINITION 6.12 On appellepartie basiquade E toute partie de E qui eatla
fois libre et gerératrice.
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La famille canoniquement asséeia une partie basique est une base et 'image
d’'une base (au sens de I'image d’une famille) est une partie basique.

On insiste bien sur le fait qu’'une base est une famille et non une partie. Le
lecteur s’en convaincra lors du calcul matriciel.

La nature est bien fait@out espace vectoriel pasge au moins une baskea
demonstration de ce fort bea@sultat repose sur I'axiome du choix. On en don-
nera une @monstration &lementaire” dans un cas particulier au chapitre suivant.

THEOREM 6.7 (fondamental)
Soit(z;);c; une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E, les propositions
suivantes soréquivalentes :

1. (x;);e; €St UNe base de E
2. (z;)ic; est une famille libre maximale (i.e. toute sur-famille stricte es)li

3. (z;)ies €st une famille grératrice minimale (i.e. toute sous-famille stricte
n'est plus @rératrice).

Démonstration : (:-2.) on sait &@ja que(z;);c; est libre, il restea montrer
qu’elle est maximale. Soieits J et(z;);c, une sur-famille stricte de la fa-
mille initiale, pourj € J\I z; est combinaison ligaire de la famill€z; )</,
puisque cette famille esegératrice. Il existe donc une relationdaire non
triviale entre les;, © € J. La sur-famille n’est donc pas libre.

(2.=3.) on montre d’'abord quér;);c; est grératrice. Soient: € E et j un
indice n'appartenant pasl, on consiére la famille indege par/ U {;} et
déefinie parvi € I, i — x; etj — x. C'est une sur-famille de la famille
initiale, elle est donc é&e. Il existe donc des scalaires presque tous nuls,
mais non tous nuls, tels que :

i€l

A ne peutétre nul car sinon la famille initiale seraigk par la relation
linéaire (\;);c;. X est donc combinaison Eaire de la famille initiale. Le
reste est €ja vu, car si la famille rétait pas @rératrice minimale, un des
vecteurs au moins serait combinaisorehire des autres (? ?) et la famille
ne serait pas libre.

(3.=1.) dBja fait (2 ?)

L'int érét des bases est illugtpar la proposition suivante qui ajdéte cemontée
(?7?).

PROPOSITION 6.12 Soit (x;);c; une base du K-espace vectoriel E, pour tout
vecteur x de E il existe une famille unique de scalaires presque tougXlls
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telle que :
T = Z AiZ;.
el
DEFINITION 6.13 Lafamille(););c; S'appelle famille desoordonréesdu vec-
teur x relativemend la base donée et la famille(\;z;);c; s'appelle famille des
composanteslu vecteur x relativemeidtla base donée.

Exemples :
1. Soiente; = (1,0) ete, = (0,1), (e, e2) est une base de? appeée
base canonique d&?.
2. Plus gréralement, dank™, on posevi € [1,n],e; = (0, ...,0,1,0, ..., 0),
le 1 au ieme rang. La famillée,, ..., ¢,) est une base d&" appeée
base canonique d&".

3. (X™).en est une base de K[X] encore appelbase canonique de
K[X].

4. DansC consicere commeR-espace vectorie(l, ) est une base. Est-
ce une base dC-espace vectoriel ? Morait?

Exercice (important) : Soient E un K-espace vectorieEgtet £, deux sous-
espaces vectoriels supphentaires, montrer que si A est une partie basique
de E; et B une partie basique d&,, alorsA U B est une partie basique de
E.

Le lecteur qui $tonnerait que I'on parle ici de parties basiques peut imaginer
ce que serait uneéetnion de familles (on dit d’ailleurs conéaation) et se
rendre compte que c’est péwuidenta écrire, surtout si on commet I'impru-
dence de mettre des indices en commun.

Enfin, pour clore ce chapitre, il est naturel de se demander ce que deviennent
les notions pecedentes lorsqu’on les transforme par une applicaticralie.

6.6 Familles et applications lireaires

PROPOSITION 6.13 Soient E, F deux K-espaces vectorielget L(E, F) :

1. si(z;);c; est une famille Be de vecteurs de E, la famill¢(z;));c; est une
famille liée de vecteurs de F

2. Si (z;);e; est une famille grératrice de E, la famille(f(x;));c; est une
famille gerératrice de Im(f).

Déemonstration : trivial
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Le lecteur remarquera bien que I'image d’une paréisagatrice de E n’est pas,
en ¢ereral, gereratrice de F, mais seulement de Im(f) : bién si f est surjective...

PROPOSITION 6.14 Soient E, F deux K-espaces vectorielg et L(E, F), les
propositions suivantes soatjuivalentes :

1. festinjective
2. I'image par f de toute famille libre de E est une famille libre de F.

Démonstration : (£-2.) soient(z;);c; une famille libre de E et)\;);c; une rela-
tion linéaire entre les vecteurs de la fam{liz;) );c;, onadong _,_, A f(z;) =
0, ou encoref(>_,.; Aiz;) = 0, car f est lirgaire et la famille de scalaires
a support fini. Or f est injective, on ereduit que) ,_, A\;z; = 0. La fa-
mille (z;);c; étant libre, la famille de scalaires est donc la famille triviale.
(f(x;))ies est bien une famille libre.

(2=1.) soitz € Ker(f), 'image de la famille (x) est la famille (0) qui est
une famille Iée, la famille (x) est doncée, i.e.x = 0 (raisonnement par
contrapoge)-]

THEOREM 6.8 Soient E, F deux K-espaces vectorielg et L(F, F), les pro-
positions suivantes soatjuivalentes :

1. festunisomorphisme de E sur F
2. I'image par f de toute base de E est une base de F
3. il existe une base de E dont I'image par f est une base de F.

Avant de @montrer ce thoreme, on remarque la grande éifénce entre 2. et
3.: enfait, le teome affirme qu'il suffit que f envoie une base de E sur une base
de F pour que cegsultat soit valable pour toute base de F.

Démonstration : (:-2.) cela @&coule directement de?? et??, car un isomor-
phisme esh la fois injectif et surjectif.

(2=3.) on a admis I'existence d’au moins une base, on laisse le lecteur conclure.

(3.=1.) soit(z;);c; une base de E dont 'image par f est une base de F, on montre
que f est injective puis surjective. Saite Ker(f), on decompose X sur la
base(x;);c; de E.Onar = )., \iz; pour une famille de scalaires presque
tous nuls, etf(z) = >_,.; \if(z;) = 0. La famille (f(z;)):c; €tant libre, la
famille (\;);c; est la famille triviale, i.ex = 0 et f est bien injective. Soit
y € F,y se ccompose sur la bas¢(z;))icr de F iy = > ., Aif(z;). |l
estalors clair qug = f(z) avecr = ), \yz;, donc f est bien surjective

On finit par un tkoeme tes important dans la pratique et qui assure de la
connaissance congtke d'une application ligaire @és que I'on connait les images
des vecteurs d’'une base de I'espace &leadtt.
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THEOREM 6.9 Soient E, F deux K-espaces vectoriéls,);.; une base de E et
(y:)icr uUne famille quelconque de vecteurs de F irigepar le @me ensemble
d’indices, il existe un@nique application lireaire f de E dans Férifiant :

Viel, f(x;) =y

Démonstration : soit x un vecteur quelconque de E, il existe une unigue famille
de scalaireg););c;, presque tous nuls, telle que= ) ., A\;z;. Sil'on veut
que f soit lirgaire, on n'a pas le choix et on est oléliggde poserf(z) =
> i1 Nivi- On laisse le lecteurérifier que f ainsi éfinie est bien ligaire:]

En d’autres termes, les coordd@as d’'une combinaison Eaire sont les com-
binaisons liaires des coordoirs respectives
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Chapitre 7

Dimension finie

On va maintenant redescendre de quelques marches et se &ilsiteaégorie
des espaces vectoriels admettant une famél@ratrice finie. On adaptera donc
les esultats dones dans les deux chapitregprdents. Les probmes sont un peu
plus simples et, en particulier, on pourra s’abstenir d’utiliser 'axiome du choix. En
contrepartie, les@monstrations deviennent accessibles et seront paegoest
effectiées.

7.1 Espace vectoriel de dimension finie

DEFINITION 7.1 On appelle espace vectoriel démension finietout espace
vectoriel posédant une partie grératrice finie. Dans le cas contraire, on dit que
I'espace vectoriel est déimension infinie

On note que, pour l'instant, le mot "dimension” n’a en luéme aucune signi-
fication. Seule la locution "dimension finie” en a une. Pour cette raison (et pour
d’autres), certains auteurs appellent parfois de tels espaces des espaces vectoriels
de type fini. Ceci n’est pas indispensable, car le mot "dimension” va preradre tr
rapidement le sens que tout le monde lui cdhna

Il ne faut pas croire que tous les espaces vectoriels sur un corps K soient de
dimension finie. L'exemple le plus simple est le suivant : K[X] est un K-espace
vectoriel de dimension infinie. En effet, soit A une partie finie de K[X]. Si A
est eduitea {0} ou vide, A n’engendre que le polgme nul et n’est donc pas
géreratrice. Sinon, 'ensemble des degides polydmes appartena@at A admet
un plus grancelement, appé& n. D’apes les propétes du deg¥ dans K[X], le
degg de toute combinaison kaire de€lements de A est igfieur ouégala n.

Par congquent X! n'est pas combinaison lgaire de€léments de A et A n’est
pas une partie@rératrice de K[X]. K[X] n’admet donc aucune partiémgratrice
finie, il est par consquent de dimension infinie.
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Exercices:

1. Montrer que pour un K-espace vectoriel E les pretps suivantes sont
équivalentes :

(a) E estde dimension finie

(b) E admet une famille @rératrice finie (i.e. indede par un en-
semble fini).

2. En reprenant les exemples d’espaces vectoriels classiques, indiquer
ceux qui sont de dimension finie.

3. Soit E un K-espace vectoriel, comparer les denanés :

(2) E admet une partieegéeratrice finie
(b) toutes les partiesagératrices de E sont finies.

7.1.1 Existence des bases

On cemontre dans ce paragraphe I'existence des bases en dimension finie. On
profite de I'occasion pour rappeler que I'on aditn ©esultat infiniment plus fort
(malheureusement sansrdonstration) tout K-espace vectoriel admet au moins
une base

THEOREM 7.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, G une partie
gérératrice finie de E et L une partie libre contenue dans G, il existe alors une
partie basique B de E telle que C B C G.

Avant de é@montrer cet importanésultat, on remarque que, comme la par-
tie vide est une partie libre de n'importe quel espace vectoriel, il est loisible de
consicerer une partie libre L contenue dans G.

Démonstration : on a dans le chapitrégadent caraétris les bases comme fa-
milles libres maximales. On peut deéme caradriser les parties basiques
comme parties libres maximales. S@it’'ensemble des parties libres X de
E verifiant L ¢ X C G, £ est non vide (cal, € L) et L est finie (car
G est finie). De plus, touélement de a un nombre fini c&lements. On
choisit alors dang une partie B ayant un nombre maximune@ments,
on va montrer que cette partie B convient.

Par construction @Bme de B, il est clair que B est une partie libre deéfiant
L C B C G. ll restea montrer que B est une partiérgratrice de E. Soit
doncyg € G, sig € B alors on &videmmeny € (B). Sig ¢ B, la partie
B U {g} est comprise entre L et G et comporte strictement plétedients
que B. La partieB U {¢} ne peuttre libre par éfinition de B, elle est donc
liee, i.e.g € (B). Ainsi, on a proue queG C (B). Mais alors on sait,
dapres??, qué = (G) C (B),i.e.(B) = ElJ
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En particularisant G ou L dans le&beme pécedent, on obtient le #oeme
d’existence annor&ainsi qu’un important corollaire.

THEOREM 7.2 Tout espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K admet
au moins une base. Plus gmiment, toute famille @rératrice finie admet au
moins une sous-famille qui est une base.

Démonstration : il suffit de @montrer la seconde assertion. Sait);c; une fa-
mille gérératrice finie de E, on sait qu& = {x;, i € I} est une partie
gérératrice finie de E. On prenfl = @ (qui est une partie libre) et on ap-
plique le tteoreme pécedenta G et L. On obtient donc une partie basique
B telle queB C G. On laisse au lecteur le soin de construire une partie J
de I'ensemble d’indices | et une application de J dans B de telle sorte que la
famille ainsi cefinie soit, d’'une part une sous-famille @e),.; et, d'autre
part une base de E. Ce n’est pas diffi@lenaginer, mais cela demande tout
de néme un peu de sdih

THEOREM 7.3 (de la base incompte)
Dans un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K, toute famille
libre peutétre compdtee en une base (i.e. admet une sur-famille qui est une base).

Démonstration : on admettra momer#éarent que dans un espace vectoriel de
dimension finigoutesles parties libres sont finies (ce fait exceptionnel sera
démonté a la section suivante). Soit doqe; ), une famille libre (I est fini
d’apres ce qu’on vient de dire), la partie= {z;, i € I} est une partie libre
de E. Soit alors G une partieegeratrice finie de EG U L est encore une
partie ggerératrice finie de E. On est donc dans la situation édiogme ? ?
avecL C G U L. Il existe une partie basique B telle qiec B ¢ G U L.

Il reste au lecteua fabriquer une application d’'un ensemble J contenant |
dans B de magirea avoir une sur-famille dér;);c; qui soit une bade

Exercices :
1. Soient dand?? les vecteurse = (2,3, -1),y = (1,-1,-2), u =
(3,7,0), v = (5,0,—7), montrer que{x, y} est une partie libre et la
compkter pour obtenir une partie basiqueffe Montrer que le sous-

espace vectoriel engergdpar x et y est le Bme que le sous-espace
vectoriel engendr par u et v. Conclusion ?

2. On consigre F = {(a,b,c,d) € R*/ a = b — 3c etc = 2d}, trouver
une base de F et la congbér pour obtenir une base B.

7.1.2 Dimension

On vient de é@montrer I'existence des bases pour un espace vectoriel E de
dimension finie. Il se trouve, et c’est encore un miracle, que toutes les parties
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basiques ont le Bme nombre @léments. On peut dire aussi que toutes les bases
ont le meme nombre @lements, sil'on convient d’appeler cardinal d’'une base
le cardinal de 'ensemble d’indices. Ce cardinal commun est donc un invariant
de I'espace vectoriel E et prendra le nom de dimension de E, ce qui permettra
de €parer les termes de la locution "dimension finie”. l&argbnstration de cette
propriete est difficile et repose sur un lemme & Steinitz.

(d’échange de Steinitz)

PROPOSITION 7.1 Soient E un K-espace vectoriel, X une partie de Eetx ety
deuxéléements de E tels que :

1.y e (XU{z})

2. il existe uneéecriture de y comme combinaisonéaire delements de’ U
{z} dans laguelle le coefficient de x est non nul,

alorsz € (X U{y}).
On traduira la condition 2. par la locution "y peut utiliser x”.

Démonstration : en effet, comme y peut utiliser x, on @@uirey = » ., \iz;+

Az ou lesz; sont dans X, les; presque tous nuls @tun scalaire non nul. Il
vientalorsz = A\~'y — >, ., A" A\z; ce qui prouve que € (X U {y}) [
THEOREM 7.4 Soient E un K-espace vectoriel, G une parte@yatrice finie
de E et L une partie libre de E, alors L est finie et o6'ard(L) < Card(G).

Démonstration : on suppose€aurd(L) > Card(G), le lemme de Bchange
permettra de former de nouvelles partiésayatrices de E en expulsant des
vecteurs de G pour les remplacer par des vecteurs de L afin d’aloutir
une contradiction. On pe@iminer d’office le cag? = ©. On s’explique
maintenant et on pos& = {gi, ..., g }.

Soita; € L unélement quelconque de L, on sait queest non nul car il ap-
partienta une partie libore. Comme G estmgratrice, on peuécrirea; =
>, A:g; pour un certain m-uplet de scalaires. Comme# 0, un au moins
des\; n’est pas nul. On suppose qu'il s’agit de Ainsi a; peut utiliserg,,
on peut appliquer alors le lemmeédhange la situationX = G\{g:},

x = g, doncg € ((G\{g1}) U{a}). On fait remarquer au lecteur que
cette notation un peu lourde r@sente simplement 'ensemble obteiu
partir de G en remplacagt para,. On pose :

G = (G\{g1}) U{a} ={a1, 92, -+ g}

G, engendre alors encore E : il suffit de remarquer gjue (G,).
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Soita, unélément de L diférent dex; (a, existe par hypotbse caCard(L) >
Card(G)), commeG; engendre E on peldicrirea; = pja; + Aogo +
... + Angm. Les scalaires\,, ..., \,, ne peuvengétre tous nuls, car sinon
on auraita, = pya, ce qui n'est pas le cas car eta, sont incependants.
Ainsi a, peut utiliser ung; ot ¢ € [2,m]. On supposera gu’il s’agit de
g2. En appliqguant une deuxine fois le lemme @&changea la situation
X = G1\{g2} etz = go, On obtientg, € ((G1\{g2}) U {az}). On pose
Go = (G1\{92}) U{as} = {a1,a9,9s, ..., gm }. Le lecteur erifiera queG,
engendre encore E : il s’agit donc derifier queg; € (Gs) etgs € (Gy).

Il est alors clair qu’au bout de laémeétape, on aura forénune partie grératrice
G = {ai,...,a,} ne contenant que dedements de L. Comme par hy-
potheseCard(L) > Card(G) = m, on peut choisir dans L uélement
ams1 Qui n'est plus dang7,,. Mais commeG,, est grératrice, on peut
écrirea,, 11 = »_ .-, va;, la partie{ay, ..., an,, a1} Serait lée et donc L
aussi, d'al la contradiction, ce qui aélve la @monstration

THEOREM 7.5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les par-
ties basiques de E ont leéme nombre @&léments. On peut donc dire aussi, avec
les conventions habituelles, toutes les bases de E or&éneenmombre @&lements.

Démonstration : il s’agit d’'une coéguence simple du #oeme pecedent. En
efet, soient B et B’ deux parties basiques de E, éfvad(B) < Card(B’)
car B est libre et B’ est@rératrice, etCard(B’) < Card(B) car B’ est
libre et B gerératrice, '@ Card(B) = Card(B')

PROPOSITION 7.2 Soient E un K-espace vectoriel et p un entier daradors
sip+ 1 vecteurs sont combinaisonséaires de p vecteurs doasde E, ceg+ 1
vecteurs sont &s.

Démonstration : en effet, i, ...,y,-1 sont combinaisons lgwires dery, ..., z,,
toute partie libre déz, ..., z,,) a au plus lements d’ag#s le tleoeme ? 2,
donc{y, ..., yp+1} €st recessairementdd:]

DEFINITION 7.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, on appelle
dimensionde E le nombre de vecteurs de I'une quelconque de ses bases (ou de ses
parties basiques). Ce nombre est@dim (F), oudim(FE) si aucune confusion

sur le corps de base n’eatcraindre. Si E n’est pas de dimension finie, on dit que

sa dimension est infinie.

Exemples :
1. dimg({0}) = 0 et reciproquemendimg (E) =0 = £ = {0}
2. En examinant les bases canoniques des esgéteas constate que
dimg (K™) = n. Cet exemple est excessivement important.
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3. dim¢(C) = 1 etdimg(C) = 2, de mémedimq(C") = netdimgz(C") =
2n. Cela montre que le corps de base est d’'une importance fondamen-
tale dans le calcul de la dimension d’un espace vectoriel.

4. dimg (K,[X]) =n+ 1.

7.1.3 Caractrisation des bases en dimension finie

PROPOSITION 7.3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n sur K, alors
toute partie libre de E a au plus&éments. Autrement dit, toute partie de E ayant
au moinsn + 1 élements estéie.

Démonstration : il s’agit simplement d’'une formulation @inte de la proposi-
tion??

On peut aussi formuler cette proposition en termes de familles.

THEOREM 7.6 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n sur K et B une
partie de E, les assertions suivantes sequivalentes :

1. B est une partie basique de E
2. B estune partie libre de E €tard(B) =n
3. B estune partiegrératrice de E eCard(B) = n.

Démonstration : (}:-2.) évident, par éfinition de la dimension.

(2=3.) si B nétait pas @rératrice, on pourrait la comgtier en une partie ba-
sique (tleoreme ? ?) qui aurait au moims+ 1 éléments, ce qui contredirait
la proposition pecdente.

(3=1.) si B nétait pas libre, on pourrait en extraire une partie basig@@me ? ?)
ayant strictement moins deatements, ce qui contredirait l&finition de la
dimensiom]

Ce treoeme est s important dans la pratique, car il permet de montrer
gu’une partie B est basique si elle peds I'une des deux pro@tes exiges (libre
ou gereratrice) et si elle a le nombre ad ho&@ments. Il est le plus souvent em-
ployé dans le sens "B est libre éturd(B) = n donc B est une partie basique”.
Il est en effet @réralement plus facile de montrer qu’une partie est libre que de
montrer que cette @me partie esté&rératrice.

On termine cette section en montrant que la dimension @&rseh isomor-
phisme pes les K-espaces vectoriels de dimension finie.

THEOREM 7.7 1. Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomoghe
I'espace vectorieK™.

2. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors E et F sont
isomorphes si et seulementising (£) = dimg (F).
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Démonstration :

1. soient E un K-espace vectoriel de dimension Bet (x4, ..., x,) une
base de E, alors I'application

K"— F
(a1, ey ) = 1y + .o + Qpy,

o :

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels (le lecteur est inigt
montrer).

2. on suppose que E et F sont isomorphes. Soit @orsisomorphisme
de E sur F, si B est une partie basique de E on sait)gBe¢ est une par-
tie basique de F et donc, comrogrd(B) = Card(¢(B)) vu que¢
estinjective, on en&@luit quelimg (F) = dimg (F) (cf theoeme ? ?).
Réciproquement, slimg (F) = dimg (F) = n, d'apres 1. E et F sont
tous deux isomorphes K, donc isomorphes entre eux, par transiti-
vité de I'isomorphiel

Exercices :

1. On consiére dandR? les vecteurss; = (—1,1,1), z, = (1,—1,1),
x3 = (1,1,—1), montrer qu€x,, 2o, z3) est une base d&>.

2. Onconsiére dand* les vecteurs, = (1,2, —1,2), 2z, = (2,3,0, —1),
x3 = (1,2,1,4), z3 = (1,3,—1,0), montrer que(z,, xs, 3, z4) €St
une base d&*.

3. Soita € K, montrer que la famillél, X — a,..., (X — a)") est une
base déex, [ X].

7.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

THEOREM 7.8 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-
espace vectoriel de E, on suppose que E est de dimension finie, alors :
1. F est un K-espace vectoriel de dimension finie
3. sidimg(F) = dimg(E), alorsF = E.
Démonstration : soit L une partie libre de F, c’est donc a fortiori une partie libre
de E. D’apes, par exemple, le #oeme de la base incoryik, le cardinal
de L est inérieur ouégala dimg (F). Il suffit donc de prendre dans F une

partie libre ayant le nombre maximuméBments pour avoir une partie
basique de F. Ainsi F admet une base finie ayant un cardir@iiéni ou
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égaladimg (F). Sidimg(F) = dimg(F), alors une base quelconque de
F est une partie libre de E ayant le bon hombr@éaihents (teoeme ? ?),
c’est donc aussi une base de E, ke= EL]

La partie 3. du teoeme peécdent est fondamentale dans les exercices. Elle
permet en effet de@montrer que deux K-espaces vectoriels de dimension finie
sontégaux si et seulement si I'un des deux est inclus dans l'autre et s'ils ont la
méme dimension (alors qu'autrement il faudrait montrer deux inclusions).

Exemples :

1. Soit D une droite vectorielle, les seuls sous-espaces vectoriels de D
sont{0} et D.

2. Soit P un plan vectoriel, les seuls sous-espaces vectoriels de P sont
{0}, les droites vectorielles contenues dans P et P Brinm

7.2.1 Somme et dimension

Le but de ce paragraphe eséthblir une formule attribkea Grassmann don-
nant la dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace
vectoriel E de dimension finie, et d’e@duire ses principales capuences.

PROPOSITION 7.4 SoientF; et E; deux K-espaces vectoriels de dimension
finie, alorsE; x E5 est de dimension finie et ondém g (Fy x Es) = dimg (E;) +
dlmK(Eg)

Démonstration : en effet, on pose = dimg(FE;), n = dimg(FE,) et on choisit
(ay,...,a,) une base dé&, (by, ..., b,) une base dé&,. On laisse au lecteur
consciencieux le soin devifier que lgm+n)-uplet((ai,0), ..., (am, 0), (0,b1), ..., (0,by,))
est une base di; x EF,. On peut aussi@rifier queK™ x K™ est isomorphe
a K™t
THEOREM 7.9 (dimension d’une somme directe)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension fifiegt £, deux sous-espaces
vectoriels de E dont la somme est directe, on a alors la relation :

De plus, siB; est une partie basique de, et B, une partie basique dé,, B;UB,
est une partie basique dg, ¢ Fs.

Démonstration : il suffit bien entendu de montrer la seconde asertion. On peut re-
marquer qués; x Es et B @ F, sontisomorphes et appliquer la proposition
précedenté]

Exercices :
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1. Rediger les é@monstrations de la proposition?? et dediéme ? ?.
Montrer aussi que dans ce dernier I'hypeglk "E est de dimension
finie” peutétre remplaee par 'E; et £, sont deux sous-espaces vec-
toriels de dimension finie”.

2. Gereraliser la proposition? ? et legbeme ?? au cas d’'un nombre
fini quelconque d’espaces vectoriels. On obtiendra ainsi les formules :

THEOREM 7.10 (existence d’un suppientaire)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vecto-
riel de E, alors F admet au moins un suppientaire dans E. De plus, tous les
suppEmentaires de F dans E ont laéme dimension (appe parfoiscodimen-
sionde F dans).

Démonstration : soit B une partie basique de F (qui est de dimension finie),
d’apres le tleoreme de la base incongik, on peut trouver une partie C
de E disjointe de B telle qu& U C' soit une partie basique de E. Il est
alors quaskévident que le sous-espace vectoriel G engemdr C est un
suppkmentaire de F. En effet, on poBe= {b1, ..., b,,} etC = {c1, ..., ¢y}
Soit x quelconque de E, il s&edompose de facon unique sur la partie ba-
sigueB U C, i.e.x = Biby + ... + Buby + 111 + ... + Ypcp. Oru =
Biby + ... + Bnbm € (B) = F etv = yic1 + ... + 7,0, € (C) = G, donc
xr =u-+wvavecu € IF'etv € G, ce qui dmontre quely = F + G. Par
ailleurs, l'unicit de la @composition de x suB U C' entrdne l'unicité de
I écriturex = u + v, avecu € F, v € GG, la somme est donc directe. Enfin,
soit G un sup@mentaire quelconque de F dans E, oA &= F & G, et
d’aprés le tleoeme ? ?dimg (G) = dimg(E) — dimg (F'), la dimension
de G est donc ingpendante du sugphentaire choi&l

On remarque que I'on a dodnsans @monstration, unasultat plus gréral :
tout sous-espace vectoriel admet au moins un gupghtaire (sans condition de
dimension). La @monstration du #oemeéclaire un peu le ginonene. Le lec-
teur pourra prouver que dans un espace vectoriel de dimension 3, un plan vectoriel
P admet pour suppimentaire toute droite vectorielle non contenue dans P.

THEOREM 7.11 (formule de Grassmann)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension fifiegt £, deux sous-espaces
vectoriels de E, on a la relation :

dimK(E1 + EQ) = dlmK(El) + dlmK(Eg) - dlmK(E1 N EQ)
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Démonstration : il existe de nombreuses preuves désdtat. On esquisse ici
une cemonstration directe (ce n’est pas la plus jolie) et on renvoie le lec-
teura la section suivante pour une prewlegante). L'astuce consiséese
ramenem une somme directe. L'inclusiafy N £, C E, permet de choisir
un suppémentaire F dé’; N £, danskE;. Ainsi E; = (E1 N Ey) @ F. On
en ceduit queE; + Ey = F @ Ey. Eneffet, FNEy, = (FNE)) N Ey =
FN(E\NEy) = {0} etilestclairqueF; + Es = F+FEy (F+Ey C E1+Es
estévidente, I'autre inclusion seavifie facilement). Ainsi, en appliquant le
théoeme ? ?, on trouve :

dimK(E1 + EQ) = lelK<F) + dimK(EQ),

d’ou le résultat eréliminantdim  (F)

THEOREM 7.12 SoientE; et F, deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace
vectoriel E de dimension finie E, on consid les trois proptes suivantes :
1. E1 —+ EQ - E
2. E1 N Ey ={0}
Alors deux quelconques de ces prés entrdnent la troiseme, et = £ ®
E>. Réciproquement, sk = E; & E; les trois propretés sont @rifiées.
Démonstration : si 1. et 2. sordali€es, alors on sait qué = F, & E, et la
propriete 3. n’est autre que le @doeme ? ?
Si 1. et 3. sont@ali®es, la formule de Grassmann efnequelim g (E1NEs) =
0, doncE; N Ey = {0}.
Si 2. et 3. sont&ali®es, la formule de Grassmann deviéint (FE; + E,) =
dimg(E). Or By + E, C E, le theoeme ? ? montre alors que= E; + Fs.
Enfin, la €ciproque est trivialg

Exercices :

1. Montrer que, dans la formule de Grassmann, I'hyps¢h”E est de
dimension finie” peuétre remplaee par I'hypotiese plus faible F;
et F, sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie”.

2. DansR* on consiere le sous-espace vectoriglengende par{z, y, z}
avecr = (1,2,3,4),y = (2,2,2,6), z = (0,2,4,4), et le sous-
espace vectorieE; engende par{u,v} avecu = (1,0,—1,2) et
v =(2,3,0,1). Vérifier sur cet exemple la formule de Grassmann.
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7.3 Notion de rang

Soit E un K-espace vectoriel, on appellera eys¢ de vecteurs de E toute
famille finie de vecteurs de E. Au risque d’'insister lourdement, @tipe bien
gu’'un syséme est une famille et qu’on admet volontiers legetitions, la no-
tion de systme correspond dorg la notion combinatoire d’arrangement avec
réepetitions.

DEFINITION 7.3 Soit S un sysime de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E, on
appellerang de S, et on note rg(S) la dimension sur K du sous-espace vectoriel
engende par S. Autrement dit :

rg(S) = dimg((5)).
Cette efinition a bien un sens puisque par constructi@mma,(S) admet une
famille finie de @rérateurs, il est donc de dimension finie.

PROPOSITION 7.5 Soit S un sysime de vecteurs, le rang de S eg#l au car-
dinal d’'une sous-famille libre maximale de S, i.e. le nombre maximum de vecteurs
linéairement in@pendants que I'on peut extraire de S.

Démonstration : en effet, le rang de S n’est autre que le cardinal de I'une des
bases de I'espace vectorié) [

7.3.1 Rang d’une application lireaire

L'outil central de cette section est leaiveme du rang. On commence par deux
exemples, sous forme d’exercices,lmn découvre cet important éoeme.

Exercices :

1. Soitf : R — R3 définie parf(z,y,z) = (2/,y,2)) ol a2’ = o =
2 =2r+y+z,
(a) montrer que f est lisaire
(b) donner une base de Ker(f) et eeddiiredim(Ker(f))
(c) donner une base de Im(f) et eadiiiredim(
Im(f))
(d) verifier la relationdim(R?) = dim(Ker(f)) + dim(
Im(f)).
v=x+y+z+2t
2. Soitf : R* — R3 définie parf(z,y, z,t) = (2,9, 2)ol ¢/ =y — 2+ ¢
Y =x—y+3z2

103



(a) montrer que f est limaire

(b) on note(ey, es, €3, ¢4) la base canonique d&*, calculer le rang
de la famille( f(e;))cp1,4) €t donner une base de Im(f)

(c) montrer que les vecteufs, 1,0, —1) et(—3,0,1, 1) forment une
partie basique de Ker(f)

(d) veérifier la relationdim(R*) = dim(Ker(f)) + dim(
Im(f)).

DEFINITION 7.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-
espace vectoriel quelconque et f une applicatiogdire de E dans F, on appelle
rang de f, et on note rg(f) la dimension sur K de Im(f), i.e.

rg(f) = dimg (Im(f)).

Cette @finition a bien un sens, car E est par hy@sih un espace vectoriel de
dimension finie. E admet une partiérgratrice finie G. On sait alors que f(G) est
une partie (finie, car G est finiepgeratrice de Im(f) (cf ttoeme ? ?), donc Im(f)
est de dimension finie, et ceci sans aucune condition sur I'espace vectoriel F.

En particulier, on prende, ..., e,) une base de E, alors d’agw ce que l'on
vient de dire, le rang de f n’est autre que le rang duesws{ f (e, ), ..., f(e,)) qui
ne cepend donc pas de la base choisie dans E.

THEOREM 7.13 (du rang)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-espace vectoriel
guelcongue et f une application &éaire de E dans F, on a la relation :

dimg (F) = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)) = dimg (Ker(f)) + rg(f).

Démonstration : en effet, on sait que si f est une applicaticaine de E dans
F, tout supptmentaire de Ker(f) est isomorphdm(f) (theoeme ? ?). Soit
donc G un sup@mentaire de Ker(f), on& = Ker(f)®G d'oudimg (F) =
dimg (Ker(f)) + dimg(G). Or G et Im(f) sont isomorphes, ils ont donc la
méme dimension (finie) (foeme ? ?) d'a dimg (E) = dimg (Ker(f)) +

Im(f))H

PROPOSITION 7.6 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie
et f une application ligaire de E dans F, on a :

1. rg(f) < inf(dimg (E), dimg (£F))
2. festinjective si et seulemntrgi( f) = dimg (F)
3. fest surjective si et seulementg(f) = dimg (F).
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Démonstration :

1. commerg(f) = dimg(E) — dimg(Ker(f)) d'apres le tlieoeme du
rang, on a biemg(f) < dimg (FE). De plus, l'inclusion
Im(f) C F entranerg(f) < dimg(F) d’apres le tleoeme du sous-
espace.

2. festinjective si et seulement si le noyau de fesguita {0} donc si et
seulement silimg (Ker(f)) = 0, il suffit alors d’apliquer le teoeme
du rang.

3. fest surjective si et seulement si
Im(f) = F, il suffit alors d’appliquer le tioeme du sous-espdde

Exercice : On propose ici un&thonstration de la formule de Grassmariiaide
du theoreme du rang. Soient E un K-espace vectoriel de dimension fipie,
et F, deux sous-espaces vectoriels de E et

E1 XE2—>E
(x1,m9) = 1 + 19’

f:

1. montrer que f est limaire

2. montrer queKer(f) = {(z,—x) / x € E; N Ey} et en @&duire que
Ker(f) estisomorph@& F, N E,

3. montrer que
Im(f) = E1+ E,

4. appliquera f le theoeme du rang et retrouver ainsi la formule de
Grassmann.

On sait que deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si
et seulement si ils ont la@me dimension. Mais il ne faudrait pas croire que toute
application lireaire de I'un dans I'autre soit un isomorphisme. On peut penser par
exemplea I'application nulle. On va donner maintenant deseces vams pour
gu’une application ligaire soit un isomorphisme.

PROPOSITION 7.7 Soient E et F deux K-espaces vectorielsm@gnedimension
finie n et f une application ligaire de E dans F, les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. festunisomorphisme de E sur F
2. festinjective
3. festsurjective

4. rg(f) = n.
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Démonstration : (:-2.) trivial

(2=3.) si f est injective, on &’er(f) = {0} et d'apes le tleome du rang
rg(f) = dimg (E) = dimg (F'), donc f est surjective

(3=4)) trivial

(4=1.) sirg(f) = n alors f est surjective et d’aps le tleoeme du rang
dimg (Ker(f)) = 0, donc f est injectivel

La proposition pecadente est &s importante car elle permet d’affirmer qu’une
application lireaire entre espaces s@medimension finie est bijectiveas qu’elle

est injective ou surjective. Mais atention, ceci n’est plus valable en dimension in-
finie comment enédmoignent les exemples suivants :

1. D: K1x] _,> KX est surjective mais non injective
P— P
- K[X] — K[X] L . L
2. ¢: P XP est injective mals non surjective.
Exercices :

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomor-
phisme de E, montrer que les propositions suivantesszprivalentes :
() E = Ker(f) &
Im(f)
(b) Ker(f) = Ker(f?)

(©)
Im(f) =
Im(f?).

Que subsiste-t-il si E est de dimension infinie ?

2. Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension fi-

nie, montrer que I'image et le noyau de figoident si et seulement si
onaf? = 0, dimg(F) est un entier pair etg(f) = 22,

7.3.2 Dimension deC(E,F)

THEOREM 7.14 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie,
alors I'espace vectorieL (E, F) est aussi de dimension finie eton a :

dimg (L(E, F)) = dimg (F). dimg (F).
Déemonstration : admis

On va visualiser ceésultat de facon naturelle au chapitre suivant.
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Chapitre 8

Matrices

Apres avoir pei@ parmi les espaces vectoriels, on est revenu en pays de connais-
sance, le relief s’adoucit. Les retardataires pourront donc rejoindre le peloton. Ce
chapitre est en grande partie une reformulation de notions aésidhns les cha-
pitres pecdents, mais sous forme plus cogteret visuelle. Tout leabut est donc
en pente douce et permet I'utilisation d’'un grand braquéammoins certains pas-
sages annoncené les massifs qu'il faudra gravira.'Ensae.

8.1 Calcul matriciel

8.1.1 Ceneralites

DEFINITION 8.1 Soient K un ensemble, n et m deux entiers naturels non nuls,
on appellematricedetype(n, m)a élements dans K toute applicatioh: [1, n| x
[1,m] — K.

En posantA(i, j) = a;;, on convient décrire la matrice A sous forme d'un
tableau rectangulair@n lignes et m colonnes :

ay; ... Qim
A= a1 ... Qom
apl -« Apm

a1, ..., any S'appellent leslémentsde la matrice Ag;; se trouvan@ l'inter-
section de la eme ligne et de la ¢me colonne. Ocrira de fagcon condeas
A = (a;j)1<i<n,1<j<m OU MEMeA = (a;;) Si aucune confusion n’est possible sur
le type de la matrice A.

Enfin, on noteM,, ,,(K) 'ensemble des matrices de type (n, &@lements
dans K. SiK = R on dit que la matrice A estéelleet si K = C on dit qu’elle
estcomplexe

107



DEFINITION 8.2 Sim = n, la matriceA = (a;;) est ditecarrée d’ordren, ou
plus simplementarrée Lesélementsiyq, as, ..., a,, constituent alors ce qu’on
appelle ladiagonale principalede la matrice A.

Dans toute la suite de ce chapitre on supposera que K est un corps commutatif.

DEFINITION 8.3 Une matrice carée(a;;) est ditediagonalesi tous le€lements
situés hors de la diagonale principale sont nuls, i.e. :

VZ,] € [1,n],i7éj:>aij = 0.

Une matrice caree (a;;) est ditetrigonale inférieure si tous leséléments
situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls, i.e. :

\V/Z,j S [l,n],z <]:>a” =0.

Si de plus leglements de la diagonale principale sont nuls, on dit que la ma-
trice (a;;) eststrictement trigonale inérieure. On cefinit de fagon analogue une
matrice caree(strictement) trigonale sugrieure

DEFINITION 8.4 Une matrice carée(a;;) est ditesynetriquesi :
Vi, j € [1,n],a;; = aj.
Une matrice carée(a;;) est diteantisynetriquesi :
Vi,j € [1,n],a;; + a;; = 0.

On ne va pas faire languir le lecteur plus longtemps, on aborde maintenant
I'exemple fondamental qui estla source de la notion de matrice.

8.1.2 Matrice asso@ea une application linéaire

On consi@ére E et F deux K-espaces vectoriels de dimension fihie, (e, ..., €,,)
une base de K, = (fi, ..., f,) une base de F et enfin u éfement deC(E, F).

DEFINITION 8.5 On appellematrice de urelativement aux base8 et C la
matrice(a,;) de type (n, m) éfinie par :

Vi e [1,m],u(e;) = arjfi + agifo+ ... + anjfo.

Autrement dit, pour tout indice j de [1, n], lagme colonne dg:;;) est constitée
par les coordonées deu(e;) relativement la baseC.

108



On cesignera cette matrice pafcs(u) ou, plus simplement)/ (u) si aucune
confusion n’est possible. On verra lors de la multiplication des matrices pourquoi
on renverse l'ordre des bases.

SiE = F etsiB = C, on parlera de la matrice de 'endomorphisme u par
rapporta la bases et on la notera/z(u).

On se rend compte maintenant que la notion de base est beaucoup plus impor-
tante que celle de partie basique, car on ne saurait pas dans quetcnidzdes
lignes et les colonnes de la matrice asgeaiune application li@aire.

Exercices :

1. SoientB = (e, e) une base d’'un K-espace vectoriel EigtlI’ho-
mothétie de rapporf\, on a dondhy(e;) = Aej ethy(ez) = Aeq, d’OU
Mpg(hy) = ( S g ) Cette matrice est irgpendante de la base choi-

sie. Geréraliser au castodim(E) = n quelconque.

2. On supposdim(F) = 3 etdim(F) = 2 et on se donné etC des
bases respectives de E et F. Soit u I'applicationatout vecteur x
de E de coordorges(z,, o, x3) dans la bas# associe le vecteur y
de F dont les coordot@es dans la bagksont(y;, y») donrées par les
formulesy, = z; — 2z + 3x3 ety, = x; + x3, montrer que u est
linéaire et @terminer sa matrice par rapport aux baSesC.

3. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u un
isomorphisme de E sur F, montrer que pour toute bde E il existe
une basé& de F telle que :

1 0 O 0
0 1 0 0
MCB(U) = 0 0 1 0
0O 0 0 .. 1

SiB = (ey,...,e,), on pourra prendré = (u(ey), ..., u(e,)) et justi-
fier. Reciproque ?

L(E,F)— Mpm(K)

THEOREM 8.1 L’application Mcj : w > Meg(u)
CcB

est bijective.

Démonstration : en effet, si u et @léements deC(E, F) sont tels qué/cz(u) =
Mecp(u') alors, en consigrant les colonnes de ces matrices, pour tout indice
j, u(ej) = u/(e;) etdonc par liearie, v € E, u(x) = u/(x), i.e.u = v’ et
I'application M5 est injective.
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Par ailleurs, si 'on se donne une matride= (a;;) € M,,,,(K) quelconque,
on pose pour tout indice ; = ayjfi + ... + a,;fn. On sait d'apes le
theoeme ? ? qu'il existe une unique applicatioréltiren € L(F, F') vérifiant
u(e;) = ¢, pour tout indice j. On aura donk/cs(u) = A et I'application
Mg est surjectivel

Soit A = (a;;) une matrice de type (n, ng élements dans K, alors d’ags
le theoeme pécedent, A est la matrice d’'une unique applicatioreéireu, de
K™ dansK™ relativement aux bases canoniques de ces espaces. On dit gge
I'application linéairecanoniquement assoéea A.

On cEfinira alors le noyau, I'image et le rang de la matrice A conatamnt
respectivement le noyau, I'image et le rangwde En particulier I'image de A,
notee Im(A) sera le sous-espace vectoriel/deconstitie des vecteurs 4 (=) ou
x décrit K™. Im(A) est donc engendrpar les colonnes de A (chaque colonne
de A étant considré comme un vecteur d&” rapporé a sa base canonique). De
méme, le rang de A est le rang dg, i.e. le nombre de colonnes de A (coresieks
comme vecteur d&™), linéairement inédpendantes.

THEOREM 8.2 Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie rap-
portésa deux bases respectivBetC etu € L(E, F), alorsrg(Mceg(u)) = rg(u)

et donc toutes les matrices ass®sa u, pour tous les choix possibles de bases,
ont le méme rang.

Démonstration : on pose = dim(E), n = dim(F) et A = (a;j) = Mceg(u),
avecB = (ey,...,en) €tC = (fi,..., f»). On veut comparer rg(A) et rg(u),
on doit donc introduire. 4 et relieruy etu:

E 4 F
Ly L.
K™ X K"

Soient3’ = (¢}, ...,el,) etC’ = (f{, ..., f,) les bases canoniques respectives
de K™ et K, ¢ I'unique application liaire de E dan&™ définie par :

Vj € [1,m], p(e;) = e;-

et I'unique application liaire de F dan&™ définie par :

Vi € [L,n],¥(fi) = fi

alorsp est un isomorphisme de E sii™ ety de F surK™ puisque, par
construction, I'image d’une base est une base.

De plus, on a) o u = ug o ¢, carvj € [1,m], Y ou(e;) = (> 1 ai;fi) =
> i @i (fi) = 2o aifi = uale)) = (ua o 9)(e;).

110



1 ou etuy o coincident alors sur une base de E, pagéni€ onadoneg ou =
uy o . Le maeriel étant en place, la@nonstration s’agwve alors sans
difficultés.

Onauy o p(E) = ua(p(E)) =
Im(uA) ety ou(E) = 9(
Im(u)) donc
Im(ua) = 9(
I'm(u)). ¢ induit donc un isomorphisme den(u) sur
Im(ua), en particulier leurs dimensions s@dales, i.erg(u) = rg(us) =
rg(A). A titre d’exercice, le lecteur peut d'ailleurs montrer guenduit
également un isomorphisme @& (u) surKer(u)C

ua(K™) =

8.1.3 Ogerations sur les matrices

Le theoreme ? ? exhibe une bijection entre les ensem®EsF) etM,, ,,,(K).
On sait alors, depuis le premier chapitre, que I'on peut transporter ératams
de L(E, F) surM,, ,,(K).

Addition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension fthie, (e, ..., €,,)
etC = (fi,..., fn) des bases respectives de E et de F, u et v é@ments de
L(E, F), on poseM (u) = (a;;), M(v) = (bij), M(u+ v) = (¢;;). On a alors
Vi € [1,m],

(u+v)(e;) = ule;)+v(e)

n

= Z aijfi + Zbijfi
=1 =1

= > (ai+by)f;
i=1

i.e.V(i,j) € [1,n] x [1,m], ¢;; = ai; + byj.

DEFINITION 8.6 Si A = (a;;) et B = (b;;) sont deux matrices de type (n,
m), on appellessommede A et de B, et on noté + B la matrice de type (n, m)
C = (¢;;) définie par :

V(Z,j> € [1,77/] X [1,771],05]' = Qy + sz
OnadoncM (u+ v) = M(u) + M(v).
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Multiplication par un scalaire

Soit M (\u) = (aj;) la matrice assoéea \u, A € K, on a alors?j € [1,m],
(Au)(e;) = Aluley))
= A aifi)
i=1

n

= Z(/\aij)fi

i=1
i.e.V(i,7) € [1,n] x [1,m], aj; = Aay;.

DEFINITION 8.7 Si A = (a;;) est une matrice de type (n, m), on noté la
matrice(Aa;;) obtenue en multipliant tous I&ments de A par le scalaive On
définit ainsi une loi externe sum,, ,,,(K) de domaine d’oprateur K.

On adoncM (\u) = A\.M (u).

THEOREM 8.3 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension respec-
tives m et n, rappoés a des based3 et C, alors, muni des lois @aadentes,
M, (K) est un K-espace vectoriel de dimension mn isomoiplis, (£, F)

par I'application M¢5 du theoreme ? 2.

Démonstration : il n'y a riera démontrer, les oprations sumM,, ,,,(K’) ont jus-
tementéte cefinies par transport de structurdes devient ainsi un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

On remarque simplement que Bj; désigne la matrice de type (n, m) qui
contient un 1a l'intersection de la eme ligne et de la ¢me colonne et des 0
partout ailleurs, alor§E;; ) ;. jyen nx1,m] CONstitue une base det,, ,,(K) appeée
base canonique d#&1,, ,,,(K), qui n’est autre que I'image de la base canonique de
Lk (E, F). On peutecrire A = (a;;) = >, ; a;; L. L' €léement neutre de I'espace
vectoriel M,, ,,(K') est la matrice de I'application nulle, i.e. la matrice dont tous
lesélements sont nuls, on la notera 0. La matrice oppate la matricel = (a;;)
se notera-A, eton a—A = (—a;;).

Produit

Soient E, F, G trois K-espaces vectorielsc L(E,F),v € L(F,G), B =
(e15em), C = (f1, s fn), D = (g1, ..., g,) des bases respectives de E, F, G, on
pose :

Mep(u) = (ak;) matrice de type (n, m)
Mpe(v) = (bir,) matrice de type (p, n).
Mpp(vou) = (¢;;)  matrice de type (p, m)
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Onaalors?/j € [1,m] :

vou(e;) = v(u(e;))

= () afi)
k=1

= Z ar;v( fr)
k=1

=) ak:j(Z birg:)

k=1

n p
= D > arbings

k=1 i=1

= Z(Z bik ;)i

i=1 k=1

donc, par éfinition dec;;, on en @duit :
V(i,j) € [1,p] x [1,m], cij = Zbik@kj-
k=1

DEFINITION 8.8 Soient A une matrice de type (n; m) et B une matrice de type
(p, n), a coefficients dans K, on appelgoduit de B par A, et on note BA, la
matrice(c;;) de type (p, m) éfinie par :

V(ZL]) S []-up] X [17m]7cij = Zbikakj'
k=1

Ona dondWDB(U o U) = MDc(U).MCB(u).

La formule de la éfinition a bien un sens car le nombre de colonnes de la
premere matrice du produit est leéme que le nombre de lignes de la seconde
matrice. L'expression de; se traduit en disant que I'on fait le produit "ligne par
colonne”. On insiste sur le fait que si B est de type (p, n) et A de type (n’, m) avec
n # n/, alors le produit BA n'a ici aucun sens.

On insiste aussi sur le fait que si BA a un sens, @mecal AB n'en a pas; que
méme si AB et BA ont tous deux un sens, @ngral AB et BA ne sont pas de
méme type ; que Bme... (cf tkoreme de structure pour les matrices éan).
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Une bonne astuce pour calculer un produit de matrices, en limitant les risques
d’erreur, consista disposer le calcul comme suit :

A— 1 2
B 3 4
! 5 6

1 2 3 22 28
3 4 5 40 52
Cette disposition est de plus parfaitement adeat’itération du produit. On peut

voir sur cet exemple que AB a un sens, mais que AB est une matriézctordre
3 alors que BA est cage d’ordre 2.

PROPOSITION 8.1 Sous éserve d’existence des expressions, on a pour toutes
matrices A, B, C et tout scalaire:
A(BC) = (AB)C
A(AB) = (M)B = \(AB)
AB+C) = AB+ AC
(A+B)C = AC+ BC.
"Sous Eserve d’existence” signifie que les types des matrices intervenant dans

une expression ont un sens. Les prefasenon&es sont alors les traductions de
proprietes emontees pour les applications éaires.

Exercices :
+2 +1 43
1. On posed = (:Li ig ié),B: -4 40 +1 |, C =
+3 -1 -2
+2 +1 +3
—4 +0 41 |. Vérifier sur cet exemple I'associatigitdu pro-
+3 -1 -2
duit matriciel.

2. Vérifier directement sur les formules I'associaévitu produit matri-
ciel. Il estrecommaniau lecteur de s’astreindaeeffectuer comgtement
cet exercice qui est unés bon exemple de manipulation du symbole

>
3. Etudier la (ou les) relation(s) déplendance lipaire existant entre les
+1 -1 +0 +1
matrices eelles suivantesd = | +2 +1 |,B=| -1 +3 |,
-1 40 +0 -2
+2 +3 +5 =2
cC=1|+0 40 |,D=[ +8 -3
+1 -1 -2 +3
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a—b b—c 2c
4, SoitE = 2a a+b —b |,a,b,ce R ), montrer que E est
b c a
un sous-espace vectoriel del;(R), en donner la dimension et une
base. On pourra constater quedsie E, on peutécrire A = aA; +
bA, + cAs, ou A, As, Az sont trois matrices fixes. Cet exercice est
standard et doiétre un exerciceaflexe.

8.1.4 Matrices colonnes

Soient E et F deux K-espaces vectoriels rapgm#ét des bases respectives
B = (e1,....em) €C = (fi1,..., fn), u € L(E, F) défini par sa matrice A re-
lativement aux bases etC, et x unélément de E, le proBme pog ici est celui
de I'utilisation de la matrice A pour lagdermination de u(x). La solution pegtre
obtenue directement de la fagon suivante.

Le vecteur x se @compose sur la ba#k = = x1e + ... + e, dOncu(z) =
zriu(er) + ... + xu(en). Oru(er), ..., u(e,) apparaissent justemengabmpoée
sur la bas&, dans les colonnes de la matrice asgeaiu. On peut donc calculer
les composantes sur la baee u(x) en fonction de, ..., x,, et des coefficients
de cette matrice. Ce calcul direct est l&issi lecteur.

On propose ici uneasolution plus sophistig@e de ce proeime qui a I'avan-
tage détre plus structurelle. Element x de E éfinit une application ligairex de
K dans E @finie par :

T:\— A\T.

La matrice dex par rapport aux bases (1) Btde K et E est une matrice de type
a1

(m, 1) ditematrice colonne Cette matrice n’est autre gye ... OU L1, ey Ty
T

sont les coordorges de x danB. En effet,z(1) = = " | x;¢;. Cette matrice

Mpqy(z) se note traditionnellement X.

De méme, lelement u(x) de F &finit une application lidaireu(x) de K dans
F, cefinie paru(z) : A — Au(z). Sa matrice par rapport aux bases (1f ete
K et F est donc aussi une matrice colonhi(u(x)), qui est la matrice des
coordoniees de u(x) dans la baSeon la note Y.

On consieére alors la composition o z de K dans F dfinie par :

uoZ: A= u(Z(N) =u(Az) = u(z) = u(z)(N),

i.e.u oz = u(x) et par passage aux matrices assest’ = AX.
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PROPOSITION 8.2 La matrice colonne Y des coordaes du vecteur u(x) dans
la baseC s’obtient en multipliant la matrice A de u relativement aux basesC
par la matrice colonne X des coordoees du vecteur x dans labae Y = AX.

Exercice : On consigre une application liaire u de E dans F doee par sa
matrice relativement aux bases respectifext C des K-espaces vectoriels

EetF:
+3 +4

MCB(“) = -1 +1
+2 -2
1. Déeterminer dim(E) et dim(F).

2. Soit x le vecteur de coordoaes (4, 1) dan®3, calculer les coor-
donrees dang§ de u(x).

3. Déterminer Ker(u), Im(u), rg(u).

4. Soiente] = 3e; + ey ete, = —2e; + Seq, Montrer que’ = (e}, e))
est une base de E, puis calcuMgz(u).

5. Soientf; = —fi+ fs, f3 = 2f1 — fo+ 2[5, f5 = fi — fo+ f3, montrer
queC’ = (f1, f4, f}) estune base de F&lerminer les coordoées de
f1, fa, f5 sur cette base, puis calculkfe z(u) et Meig (u).

8.1.5 Transposition
DEFINITION 8.9 SoitA = (a;;) une matrice de type (n, m), on appetfans-
posede A et on notel’ la matrice(a;;) de type (m, n) &finie par :

\V/(’l,j) € [1,771} X [Ln]aa;j = aji~

+3 44\

Par exemple] —1 +1 :(ii —_F} J_rg)
+2 =2

PROPOSITION 8.3 On donne ici quelques prog@tes de la transposition.
1. Quelle que soit la matrice A, on(al’)’ = A.

Si A et B sont deux matrices de type (n, m), A a B)' = A’ + B'.

Si A est une matrice atun scalaire, on g A)" = A\A".

P oD

(AB)" = B'A".
5. Quelle que soit la matrice A, orig(A) = rg(A").
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Démonstration : 1., 2., 3. sont totaleméwidentes sur la&finition de la trans-
position.

4. est une grification de routine sur les expressions desed#htes matrices, |l
suffit de jouer avec les indices. Avant de se lancer dans le calcul, le lecteur
remarquera qué3‘A’ a un sens caB’ est de typep,m) et A' de type
(m,n), ce produit est donc de tyge, n) tandis queAB est de typén, p).

5. peut se dmontrer directemerit partir de la éfinition du rang d’'une matrice,
mais cette dmonstration eseisenee aux amateurs avertis. Mieux vaut en
savoir un peu plus long et utiliser la notion de matriegsivalentes.

Exercices :
1. Verifier que pour toute matrice A de type (n, m) les produitd’

et A'A sont possibles, montrer que ces deux matrices soréeagt
symeétriques, donner le type de chacune d’elles.

2. Montrer qu’une matrice cae A d'ordre n est sy@trique si et seule-
ment siA = A’

3. On noteS,,(K') 'ensemble des matrices caes syrdtriques d’ordre
n aéléments dans K, et (K) 'ensemble des matrices cass anti-
symetriques d'ordre @ éléments dans K.

(a) Montrer queS,,(K) et A,,(K) sont deux sous-espaces vectoriels
de M, (K) et donner leurs dimensions.

(b) Montrer queM,,(K) = S,(K) & A,(K).

(c) Donner la @&composition sur cette somme directe dans(R)

+1 +5 -3
de la matrice] -3 +2 43
+1 -1 -3

8.2 Matrices carrees

On rappelle queM,, ,,(K') se note, par simplificationM,,(K'). Tout ce qui
a éte fait dans la prendire section s’applique en particuliatM,,(K). Mais on
convient de prendre maintenafit= F etB = C.

8.2.1 Structure

THEOREM 8.4 Soient E un K-espace vectoriel 8t= (ey, ..., e,) une base de
E, alors :

1. M, (K) estune K-algbre
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L(E) — M,(K)
u+— Mg(u) = Mpp(u)

Déemonstration : c’est une reformulation degdlemes ? ? et ? ?.

PROPOSITION 8.4 L’élement unié deM,,(K) est la matrice assoéea I'iden-
tité de E. Cette matrice est :

2. Mg : est un isomorphisme d’'addpres.

1 00 ..0
0 1 0 0
00 1 ..0 |,
00 0 .1

on la notel,, ou l.

Démonstration évident, carf oid = ido f = f et il suffit de passer aux matrices
assockesa I'aide de I'isomorphisme giadent]

PROPOSITION 8.5 Dés quen > 2, le produit de matrices dans, (K) est
non-commutatif et la matrice 0 admet dahs,(K') des diviseurs.

Démonstration : poun = 2, on prendA; = ( 11 ) B, = ( L0 >

0 0 10
11 2 0
alors BiA;, = 11 et A\B; = 00 ) Pourn > 2, on prend
A= < OAl 8 ) B = 691 8 ) (décomposition en quatre blocs des
matrices A et B), alori8 A = ( 51’41 8 ) etAB = ( 64131 8 )

Pour les diviseurs de 0, il suffiblencore de donner un exemple, or d@rifie
aissment que le produif’}; £,,, est nul, ou rdme que le caér(Ey,)* est
nul]

On remarque que dans le cas= 1, les lois deM;(K) sont celles de K,
M (K) est donc un corps isomorpheK, que I'on confondra souvent avec K.

On va maintenant exhiber deux souseddges particubrement importantes de
M, (K). Elles constituent le coeur de laébrie de la #duction des endomor-
phismes.

On rappelle qu'une matrice cée A = ()\,;;) est dite diagonale si tous les
termes en dehors de la diagonale principale sont nuls. La matfi¢e) est donc
diagonale si et seulement si 'endomorphisme u transforme chaque vecteur de la
baseB en un vecteur proportionnel, i.e. :

Vi € [1,71], El)\l € K,u(ei) = )\161
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Deés lors,Mp(u) =
0 0 ... A\
Il est immédiat que la somme et le produit de deux matrices diagonales sont

encore des matrices diagonales, denme le produit par un scalaire d’'une matrice
diagonale est encore une matrice diagonale.

PROPOSITION 8.6 L'ensemble n& D,,(K) des matrices diagonales cées
d’ordre na coefficients dans K est une sousédge commutative dé1,,(K).

A0 ... 0
. 0 X .. 0 i
Les matrices de la form = Al sont des cas particuliers
0 0 ... A

de matrices diagonales, on les appetiatrices scalaires On a une injection na-
turelle A — Al de K dansM,,(K') qui est un morphisme d’addpres. A l'aide de
cette injection on identifie parfois l&dements de K et les matrices scalaires, en
écrivant) au lieu de)!.

On rappelleégalement qu'une matrice cae’l’ = (t;;) est dite trigonale
inférieure sion &(i, 5) € [1,n], 1 < j = t;; = 0.

Exercice : SoitB = (ey,...,e,) Une base d’'un K-espace vectoriel E, on pose,
Vi € [1,n], E; le sous-espace vectoriel de E engéngiar{e;, e; .1, ..., e, }.
On consi@re enfin urélement u deC(E).

1. Montrer I'equivalence des propositions suivantes :
(a) Mp(u) esttrigonale inrieure
(b) Vi € [1,n], u(E;) C E;.

2. En ckduire que la somme et le produit de deux matrices trigonales
inférieures sont des matrices trigonalegiidures, ainsi que le produit
par un scalaire d’'une matrice trigonaleénture.

Les tésultats de cet exercice peuvéghlement se&montrera I'aide du seul
calcul matriciel.

PROPOSITION 8.7 L'ensemble n& 7, (K) des matrices ca@es d’ordre na
coefficients dans K, trigonales @rfeures est une sous-a&igre deM,,(K).

On remarque qué, (K) n’est pas commutativess quen > 2 et queD,,(K)
estégalement une sous-algre del, (K).
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8.2.2 Matrices inversibles

Soit A € M, (K), on dit que A esinversible s’il existe une matriced’ €
M, (K) telle queAA” = A’A = I. Si A existe, elle est unique, on I'appelle
I"inversede A et on la noted .

THEOREM 8.5 L'ensemble n&G L, (K) des matrices inversibles det,,(K)
est un groupe multiplicatif @ément neutre I. De plus, si A et B sont deux matrices
inversibles deMm,,(K), alors (AB)™' = B~ 1A,

THEOREM 8.6 SoitA € M,,(K), les conditions suivantes soeuivalentes :

1. Aestinversible
2. Al estinversible
3. leslignes de A (consttEes comme vecteurs &) sont linrkairement inépendantes
4. les colonnes de A (idem) sont@airement inépendantes
5. Aestderangn.
Démonstration : (5-2.) en effet, AA™! = A~'A = I impliquent par transposi-
tion (A7) A" = AY(A™1)! = I, donc A’ estinversible etA)~! = (A1)
(2=1.) idem, erechangeant ledles deA et A*, puisque( A")! = A.

(1<4.<5.) en revenant aux applications @mires, ces applications signifient
gu’'un endomorphisme est inversible si et seulement si il est surjectif, ce qui
est vrai en dimension finie.

(2.=3.) en effet, les lignes de A ne sont autres que les colonngsé.de
(1.<4.) synonyme par transposition de<23.)]

. . . . . L1 3
Exercice : Beterminer lesquelles des matrices suivantes sont inversi Ieés L

I +1 40 +2 +1 42 +3
-2 +4 43 -5 +9 +4

8.3 Changement de bases

8.3.1 Les personnages

Dans un espace vectoriel E, on dispose d’une iase (e, ..., e,) que I'on
gualifie d”ancienne base”. Dans cééme espace vectoriel on en choisit une autre
B' = (€, ...,€,) qu'on appellera "nouvelle base”. En bonne logique, les nouveaux

vecteurs de basé, ..., e/, sont donc éfinis par leurs coordoi@es sur I'ancienne
base.
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DEFINITION 8.10 On appellematrice de passagée la base5 a la baseB’ la
matrice P, carée d’ordre n, dont la gme colonne est forge des coordorées du
vecteure; de B’ relativementa la baseB3, pour tout indice j, i.e. sP = (p;;) on a

Vi€ [1,n], €f =10 pijei

Exemple : POUE| = 3e; + e, etel, = —2e; + ey, alorsP = ( fl)) J_rg ) est

la matrice de passage @9, e;) a (e, e)).

Le lecteur est invéd a bien faire attention au fait que dans le sysé de
définition, les vecteurs de la nouvelle base gmorits "en ligne”, alors que dans la
matrice de passage ils sartrits "en colonne”.

On reprend les notations geedentes. P est la matrice par rappoia base
B de l'application lireaire qui transforme, ene}, e; enel, ..., e, enel,. Cette
interpiétation, si elle permet deévifier qu’'on se souvient bien de ce qu’est la
matrice d’un endomorphisme, e&me d’'un automorphisme, ne sera que de peu
d’intérét par la suite. Beaucoup plus fructueuse sera la éewxinterpetation.

Pour tout indice j, la pme colonne de P est I'expression du vectgusur
I'ancienne basé#. P est donc la matrice de I'application ideatde E, lorsque E
est re@ré au épart par la basB’ et a l'arrivée par labasB : P = Mgp (id).

Il faut faire tres attentiora I'ordre dans lequel doivergtre prises les bases :
les transformations des vecteurs dgdrt se placent "en colonne”, ce sont donc
les nouveaux vecteurs de base et ils s@rept sur la base d’arée, i.e. sur les
anciens vecteurs de base. Tout rentre dans I'ordre avec la noddggn puisque
I'on a convenu d’indiquer la seconde base avant la peesni

THEOREM 8.7 SoientB et B’ deux bases de E, P la matrice de passagdsde
a B’ et P’ la matrice de passage d8’ a 3, alors PP’ = I et P’P = 1, i.e.
P =P

, . . N _ “4op M op
Démonstration : en effet, si I'on congick le diagramme P P :
/ B Bl
en passant aux matrices asged relativement aux bases indégs, on a

alors :
Mg p(id). Mpp (id) = Mpp (id),

i.e. P"P = I ; de néme pourP P[]

Réciproquement, soient P une matrice inversible d’ordrefhate base de E,
alors P est la matrice de passage de la lhsa une unique basé’, d'apres la
premere interpétation d’une matrice de passage.
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8.3.2 Action sur les coordonges

Soit x unélement de E, on note X la matrice colonne de ses coomdans
'ancienne basés et X' la matrice colonne de ses coord@as dans la nouvelle
baseB’. Commexz = id(z), on aMg(z) = Mpgg(id).Mg(x), donc si P est la
matrice de passage de la b#sa la basd3’, on obtient :

X =PX

Une fois de plus, il faut faire attenticanl'ordre. On dispose de la matrice de
passage de I'ancienidda nouvelle, on confiedonc les nouveaux vecteurs de base
en fonction des anciens. Mais ce sont les anciennes cocgdemgue I'on exprime
en fonction des nouvelles I'aide de cette matrice de passage. C'est d’ailleurs
dans ce sens qu’elles seront le plus souvent utiles. Evidemment on peut, si cela
est recessaire, exprimer X' en fonction de X! = P71 X.

Exemple : Soient E un plan vectoriel euclidien®t= (i, j) une base ortho-
normée de E, on posB’ = (', 5') la base obtenue en effectuant sur la base

B une rotation d’anglé. Soit« un vecteur de E de coordo@ms( ; ) sur

wl
Bet( y ) surB’,ona:

o= n@)=cos®) +sn@).
J = re(j) = royx(i) = —sin(0)i + cos(0);.

La matrice de passage #%a 5’ est donc :
( +cos(f) —sin(0 )
P = )
+sm(0 + cos(#
T\ '\ . T 2’ cos(6) — ' sin(0)
Ona(y>_P(y’>"'e'(y) (xsm(9>+y’cos(0> '

8.3.3 Action sur les matrices

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie etélémment
de L(E, F), si E et F sont munis chacun d'une baSe= (e, ...,e,,) pour E et

= (f1,..., fn) pour F, alors I'application ligaire u s’exprimex l'aide d’'une
matrice que I'on a n@e Mcz(u). Il est clair que si I'on change la bagepour une
baseB3’ et la baseC pour une bas€’, la matrice de u relativemeritces nouvelles
bases vatre en @réral touta fait differente de la @oedente. Le prol@me poé
est donc de coniitae le lien entre ces matrices.
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On note P la matrice de passagedla B’ et Q celle deC aC’. On note aussi
A = Mep(u) et A" = Meg/(u), et on considre le diagramme suivant :

E W F
B) a4 ()

idg | P Q |idy .
E W F
(B) A (C)

On aidr o u = u o idg, donc en passant aux matrices assesirelativement aux
bases indigées dans le diagrammelep (idp ou) = Mee (idp). Mo (u) = QA
et Meg (uoidg) = Meg(u).Mgg (idg) = AP doncQA’" = AP, ce qui peut
encore £crire :

A =Q TAP.

Encore une fois, il faut faire attentianla place des diffrentes matrices.

8.3.4 Matricesequivalentes

DEFINITION 8.11 Deux matrices A et A’ de type (n, m) sont diéegiivalentes
s’il existe une matrice inversible R c&@e d’ordre n et une matrice inversible S
carrée d’'ordre m, telles que :

A" = RAS.
Cette dfinition est bien entendu directement inggipar la formule @edente.

PROPOSITION 8.8 Si A est la matrice d’'une application Baire u de E dans
F relativement deux bases et(, alors A eséquivalentea A’ si et seulement si
A’ est la matrice de u par rappod des basef’ et C’ de E etde F.

Démonstration : on suppose Aguivalentea A, doncA’ = RAS. S étant in-
versible d'ordre m, c’est la matrice de passage de la Baseune base
B’ de E. De néme, R~! est la matrice de passage de la bésa une
baseC’ de F. Alors la matrice de u par rapport aux bag®set C’ est
(R"YH7IAS = RAS = A,

Réciprogquement, st = Mpc(u) et A’ = Meig(u), onaalorsd’ = Q 1AP, il
suffit donc de prendr@—! = R, P = S[J

Exercice : Utiliser la proposition predente pour enalluire que deux matrices
équivalentes ont le &me rang.
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8.3.5 Matrices semblables

Dans le cas des matrices @&es, la notion de matric&gjuivalentes perd une
grande partie de son i€t, car on a I'habitude d’asociex,une matrice cage,
un endomorphisme relativementne bas#, la meme au épart eta I'arrivée. Il
faut donc adapter laadinition piecedentea ce cadre plus restrictif.

DEFINITION 8.12 Deux matrices A et A’ cages d'ordre n sont ditesem-
blabless’il existe une matrice inversible P ca&e d’ordre n telle que :

A =P 1AP.

PROPOSITION 8.9 Si A estla matrice d’'un endomorphisme u de E par rapport
a une basds3, alors A’ est semblabla A si et seulement si A’ est la matrice de u
relativement une bas&s’ de E.

Démonstration : laige au lecteur, qui doit seulement adapter celle de la propo-
sition ? 2.
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