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RECHERCHE
DU PLUS COURT CHEMIN

DEFINITIONS

Réseau

Un réseau est un graphe G = (X;U) auquel on associe une fonction d: U = IR qui & chague arc fait
correspondre sa"longueur”. On note R = (X;U;d) un tel réseau.

L ongueur

Lalongueur d’'un chemin (d'une chaine, d’ un circuit ou d’ un cycle) est |la somme des longueurs de chague
arc qui le compose. Par convention, un chemin (une chaine, un circuit ou un cycle) qui ne contient pas
d arc est de longueur nulle.

Circuit absorbant

Un circuit est absorbant si salongueur est négative.

Exemple

Lalongueur du circuit suivant est -1. C’ est donc un circuit absorbant.

PROBLEMES DE PLUS COURT CHEMIN

Différents problémes peuvent étre posés autour de la recherche de plus court chemin. Un premier
probléme A consiste arechercher le plus court chemin entre deux points donnés. C’ est-a-dire déterminer
le chemin de plus petite longueur qui relie ces points. En fait, pour résoudre ce probléme, on résout le
probleme B. Ce dernier consiste a déterminer, a partir d’ un point donné le plus court chemin pour aler a
tous les autres noeuds. Enfin, le probléme C consiste atrouver, pour n'importe quelle paire de noeuds, le
chemin le plus court entre eux. Le probleme A étant résolu par le probléme B, on S'intéressera
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uniguement aux problémes B et C.

Le probléme B peut étre résolu de nombreuses maniéres. Tout dépend des hypothéses émises sur la
structure du réseau. Lorsque le réseau est sans circuit, on appliqueral’ agorithme de Bellman. Lorsque le
réseal N’ a que des longueurs positives ou nulles (mais éventuellement avec des circuits), on utiliserala
méthode de Dijkstra. Enfin, dans un réseau sans hypothése particuliére, on dispose d’ un agorithme
général. On s'intéresseraici al’ algorithme de Dijkstra.

Le probleme C peut étre résolu également de différentes maniéres. On s'intéresseraici al’ algorithme de
Dantzig qui émet I” hypothése qu’il n'y a pas de circuit absorbant dans le graphe. Il faut noter que le
stockage de la solution du probléme C peut prendre beaucoup de place. C’ est pourquoi on se limiteraici a
calculer les plus courtes distances et non pas a déterminer les plus courts chemins. Cependant, la
démarche reste exactement laméme.

ALGORITHME DE DIJKSTRA

Cet algorithme détermine les plus courts cheminsd’un point satouslesautres pointsd’un réseau

R = (X;U;d). Il suppose que les longueurssur lesarcs sont positives ou nulles. L’idée de cet algorithme
est de partager |es hoeuds en deux groupes. ceux dont on connait la distance la plus courte au point s
(ensemble S) et ceux dont on ne connait pas cette distance (ensemble S'). On part avec tous les noeuds
dans S'. Tous les noeuds ont une distance infinie (p(x) = +00) avec le point s, excepté le point s lui-méme
qui aune distance nulle (p(s) = 0). A chaque itération, on choisit le noeud x qui ala plus petite distance au
point s. Ce noeud est déplacé dans S. Ensuite, pour chagque successeur y de X, on regarde si la distance la
plus courte connue jusqu’alors entre s et y ne peut pas étre améliorée en passant par x. Si ¢’ est le cas, p(y)
est modifiée. Ensuite, on recommence avec un autre noeud.

Algorithme

Titre: Dijkstra

Entrées: R = (X;U;d) un réseau, s un sommet.

Sorties: p() une fonction indiquant |a plus courte distance qui sépare un point de s, pred() une fonction
indiquant par quel arc on arrive aun point si on emprunte le plus court chemin.

Variablesintermédiaires: Set S deux sous-ensembles de sommets, x et y deux noeuds, sortie un bool éen.

Début
S «
S «— X

pour tout x £ X faire
p(x) € +00;

pred(x) < nil;

fin pour;

p(s) <« 0;
sortie + faux;

tant que S # & et non sortie faire

choisir x € § tel que p(x) = mn{p(y) | v € S};
sortie « (p(x) = +00);

S « S wu {x};

S « 5 - {x};
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pour chaque arc u = (x;y) | vy £ S faire
si p(y) > p(x) + d(u) alors
p(y) < p(x) + d(u);
pred(y) < u;
fin si;
fin pour;
fin tant que;
Fin

Justification

Pour qu’un noeud X ait une distance p(x) différente de +oo , il faut qu’il ait un de ses prédécesseurs dans
S. Deplus, p(x) est laplus petite distance de s ax en empruntant uniquement les noeuds de S. Supposons
que p(x) soit la plus petite distance de tout I’ ensemble S'. Supposons également que le plus court chemin
pour aler desax passe part et y (cf. figure). Celasignifie quey est le prédécesseur de x. Il faudra donc
gue p(y) = p(x). Cependant, si le chemin le plus court pour aler desax passe par t ety alorsle chemin le
plus court pour aller desay passe par t. Ce qui signifie que y connait sa plus courte distance as.
Malheureusement, elle est supérieure ap(x) ce qui contredit I’ hypothése que p(x) est la plus courte
distancedeS'.

ALGORITHME DE DANTZIG

Cet algorithme détermine |a plus courte distance entre tousles couples de sommets d’un r éseau

R = (X;U;d). On suppose que |e r éseau ne contient pas de cir cuit absor bant. On commence par
numéroter les noeuds d’ une maniere quel conque. Ensuite, une matrice D de taille n x n est construite
indiquant pour chagque noeud la plus courte distance qui le sépare d’ un autre noeud. Chaque ligne et
chaqgue colonne représentent donc un noeud. L’ idée est de considérer un sous-réseau pour lequel on
détermine les plus courtes distances entre ses noeuds. Ensuite, itérativement, on rgjoute un noeud dans ce
sous-réseau, on met les plus courtes distances ajour et on recommence jusgu’ a ce que | e sous-réseau soit
le réseau lui-méme.

A l'itération k, le sous-réseau a k noeuds et ce sont ceux numérotésde 1 ak. A I'itération k + 1, on gjoute
le noeud k + 1 dans e sous-réseau. Les distances sont mises a jour de la maniére suivante. Tout d’ abord

on détermine la plus courte distance entre le noeud k + 1 et n’importe quel autre noeud. Cela s exprime
par:

D(k + Li) ¢~ min{d(x, , ,x) + D(i)} pouri = L.k

file:///CJ/Documents%20and%20Setti ngs/puma/M es%20...%200p/ RECHERCHE%20du%20chemin%20l €%20+%20cour.htm (3 of 5)06/04/2006 22:08:34



file:///C|/Documents¥%20and%20Setti ngs/puma/M es¥%20documents/de...rs/Recherche%200p/RECHERCHE%20du%620chemin%201 €9620+%20cour.htm

Celaveut dire que I’ on considere que pour aller dek + 1 ai, on passe par un des noeudsde 1 ak. On
conserve lalongueur du plus court chemin. De laméme maniére, on détermine la plus courte distance
entre n’importe quel noeud et le noeud k + 1.

D@,k +1) « min{D(i,j) + d(xj,xk+ 1)} pouri=1..k.
Enfin, on met &jour la plus courte distance de chaque noeud de 1 ak vers chaque noeud de 1 ak car peut

étre que le plus court chemin entre deux de ces noeuds passent par k + 1.

D(i,j) <~ min{D(i,j) , D(i.k + 1) + D(k + 1))} pouri, j = 1..k.

Algorithme

Titre: Dantzig

Entrées: R = (X;U;d) un réseau.

Sorties: D une matrice contenant les plus courtes distances.
Variablesintermédiaires: i, j et k des entiers.

Début
pour i « 1 a n faire
pour j < 1 a n faire

si i =) alors D(i,i) 4 O;
sinon D(i,j) 4 +o0;

fin pour;

fin pour;

pour k «- 1 a n faire
pour i « 1 ak - 1 faire
D(k, 1) < mn{d(xg xj) + D(j,i) | (xgX5) € U

fin pour;

pour i 1 a k - 1 faire
D(i, k) < mn{D(i,j) +d(x;,x0) | (x5:xx) € U;

fin pour;

pour i < 1 a k- 1 faire
pour j « 1 a k - 1 faire
D(i,j) < mn{D(i,j) , D(i,k) + D(k,j)};
fin pour;
fin pour;
fin pour;
Fin
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