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1. Rappels de probabilités

1.1 Probabilité

Ensemble des possibles — On appelle ensemble des évenements possibles
(ou ensemble des possibles, ou univers des possibles), et I'on note €2, l'espace
de toutes les réalisations possibles d’une expérience. Un élément de €2 est un
évenement.

Exemple — Jet d'un dé a six faces: Q = {1,2,3,4,5,6}. Taille d’un étre humain:
Q = [0.3; 3] metres (a la louche).

Probabilité — Une probabilité est une fonction P de l'ensemble P(£2) des
parties de €, & valeurs dans [0,1], vérifiant les propriétés suivantes:

1. P(0)=o0.

2. P() =1.

3. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Remarque— A N B correspond a la réalisation simultanée de A et B, tandis
que A U B correspond a la réalisation de I'un au moins des deux événements A
ou B.

Espace probabilisé — On appelle espace probabilisé, et 'on note (Q,P), la
donnée d’'un ensemble €2, ensemble des éveénements possibles, et d’une loi de
probabilité P.

Propriété 1.1 Soit P une probabilité sur P(Q). Alors si l’on note A le complémentaire

de A dans Q (ie. ANA=0etQ=AUA), ona

P(A) =1 - P(A)

Indépendance — Deux évenements A et B sont dits indépendants ssi

P(AN B) = P(A)P(B)
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1.2 Variables aléatoires

Variable aléatoire — Une variable aléatoire est une fonction X définie sur
Q. Dans la suite, on notera v.a. les variables aléatoires. On dit qu'une v.a. est
discrete si ’ensemble de ses valeurs est dénombrable, sinon on parle de v.a.
continue.

Dénombrable ne signifie pas nécessairement fini, mais
“énumérable”. Ainsi l’ensemble N des entiers naturels est
infini dénombrable. Par contre, tout intervalle (non réduit a un
point) de R n’est pas dénombrable.

Exemple — Jet d’un dé a six faces: la v.a. X "résultat du jet” est discrete.
Taille d’un étre humain: la v.a. X "taille d’un tre humain” est continue.

Fonction de répartition — On appelle fonction de répartition de la v.a. X,
la fonction F : R — [0,1], qui & tout = € R associe la probabilité que X < x.
Une fonction de répartition est une fonction monotone croissante, telle que

lim F(z)=0et lim F(z)=1 (1.1)

Tr——00 r——400

Densité — On appelle densité de probabilité de la v.a. continue X, la fonction
f:R —[0,1], qui & tout = € R associe sa probabilité. Une densité est telle que

“+oo
[ frie = i

— 00

A la différence de la fonction de répartition, qui est définie pour
tout type de v.a., la densité de probabilité n’est définie que pour
les v.a. continues. On parle d’ailleurs parfois de v.a. a densité
plutot que de v.a. continues.

Dans le cas de lois continues, la fonction de répartition et la densité de
probabilité sont liées (F' est une primitive de f):

vz € R, F(z) = / "t (1.3)

1.3 Espérance mathématique, variance

Espérance mathématique — L’espérance mathématique est la "somme” des
valeurs possibles de la loi de probabilité, pondérée par la probabilité de chaque
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point. Elle est définie dans chacun des cas possibles, v.a. discretes et v.a. conti-
nues.

Variance — La variance Var(X) d’une variable aléatoire X est 1’espérance de
la variable aléatoire Y définie par ¥ = X — E(X).

Var(X) = = S (X oy

L’ecart-type de la v.a. X est la racine carrée de la variance de X.

La variance et I’écart type mesurent la dispersion autour de la moyenne. On
note souvent o2 la variance et o I’écart type.

L’espérance est a valeurs dans R. La variance et ’ecart type, par
contre, sont & valeurs dans R+.

1.3.1 Cas des v.a. discréetes

Dans le cas d’une v.a. discréte X, 'espérance est donnée par

E(X)=) zP(X =x)

zeQ

Exemple - Lancer d'un dé a six faces, non pipé. Chacune des faces est
équiprobable, donc P(i) = P(X =) = 1/6 pour i = 1,...,6. Soit X la v.a.
“résultat du lancer”. L’espérance mathématique de X est donc

E(X) =Y 2P(X =1)

€
=1-P(X=1)4+2-P(X=2)++6-P(X =6)
=(1+2+---+6)1/6
=21/6 =35

Pour calculer la variance, on va utiliser la formule (1.4): Var(X) = E(X?) —
E(X)2. 1l nous faut donc calculer E(X?).

E(X?) = ;ﬂxQP(X:x)
=12.P(X=1)422.P(X =2)+---462- P(X =6)
=(142%4---4+6%)1/6
=91/6

Par conséquent, Var(X) = 91/6 — (21/6)? = 105/36 ~ 2.92, et ox ~ 1.71.
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1.3.2 Cas des v.a. continues

Dans le cas d’une v.a. continue X, I’espérance est donnée par

+oo
EX) = / zf(x)dx

— 00

Exemple — Soit X une v.a. continue, exponentielle de parametre 6 (voir plus
loin). X admet donc une densité de probabilité f(x) donnée par

Flx) = { fe=%  pour z >0

0 sinon

L’espérance mathématique de X est donc

“+o0
EX) = / xf(z)dx

— 00

“+o0
= / z0e~ % dx
0

“+oo
0 / re % dy
0

En intégrant par parties, on obtient donc

“+oo
EX) = 0(—%[:0679"”];00 + %/0 efaxd:r>

Pour calculer la variance, on procede de la mme faon que dans le cas discret, il
faut donc calculer E(X?), qui est donnée par

+o0o +oo
BE(X?%) = / 22 f(x)dx = 9/ ze % dx
0

que l'on intégre par parties On obtient finalement que Var(X) = 9%.

1.3.3 Quelques propriétés utiles

Propriété 1.2 Soit X une v.a., a et b € R, alors:
E(@X+b)=aE(X)+b

(on dit que Uespérance mathématique est un opérateur linéaire).



1.4. VARIABLES AL

EATOIRES DISCRETES

V.a. discretes

V.a. continues

Nature de Q

Discret

Continu

F. Répartition

F(k)=Y1, P(X =)

Espérance E(X)=Y7_, #xP(X = k) E(X) = [TZaf(z)da
Variance V(X)=Y ] ((zr —p)?*P(X =k) | V(X) = fjooj(z — )2 f(z)dz

TAB. 1.1 — Rappel des différentes propriétés des v.a. discretes et continues

Propriété 1.3 Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors

E(XY) = E(X)E(Y)

Si X etY sont deuz v.a. non indépendantes, alors on ne peut rien dire a priori
sur E(XY). Par contre, que X et Y soient indépendantes ou non, puisque
l’espérance est linéaire, on a toujours

E(X +Y) = E(X) + E(Y)

Propriété 1.4 Soit X une v.a., a et b € R, alors:

Var(aX +b) = a*Var(X)

Par ailleurs, on peut aussi écrire la variance sous la forme suivante:

Soit X etY deux v.a.

Var(X) = E(X?) — E(X)?

indépendantes, alors

Var(X +Y) =Var(X) 4+ Var(Y)

La forme (1.4) de la variance sera souvent utilisée pour simplifier les calculs.

1.4 Variables aléatoires discretes

’ Dénomination H Loi de probabilité Moyenne \ Variance ‘
Bernoulli B(p) PX=x1)=pet P(X=x2)=1-p D p(1—p)
Binomiale B(n,p) P(X =k)=CFpF(1 —p)"F np np(l — p)
Loi de Poisson A > 0 P(X =k) =20 A A

TAB. 1.2 — Principales lois discrétes
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1.4.1 Loi de Bernoulli

On dit qu’une v.a. X suit la loi de Bernoulli de parametre p lorsqu’elle peut
prendre les valeurs 1 ou 0 (succes ou échec) avec les probabilités respectives p
et 1 —p.

La loi de Bernoulli décrit par exemple I’issue du jet d’une piece de monnaie,
avec dans ce cas p = 0.5.

1.4.2 Loi binomiale

Une loi binomiale de parametre (n,p) est la somme de n variables de Ber-
noulli de parametre p. Elle modélise le nombre de succes parmi n épreuves
indépendantes (tirage au sort avec remise), ott P(succes) = p pour chaque ti-
rage.

1.4.3 Loi de Poisson

Cette distribution est appropriée lorsque ’on étudie la fréquence d’un événement
dont la probabilité est infime mais qui se produit quand méme parce qu’il
possede un tres grand nombre d’occasions de se réaliser. Elle est utile par
exemple dans le domaine biomédical pour décrire 'apparition de phénomenes
accidentels, tels les mutations.

1.5 Variables aléatoires continues

1.5.1 Loi uniforme

On dit qu’une v.a. X suit une loi uniforme sur Uintervalle [a,b] lorsque X
peut prendre n’importe qu’elle valeur de lintervalle [a,b] avec une densité de

probabilité constante ﬁ.

1.5.2 Loi normale
La loi normale, ou loi de Laplace-Gauss, est une loi fondamentale dans le

calcul des probabilités et dans les statistiques.

Théoréme 1.1 Soit X une v.a. suivant une loi normale de paramétres (u,02).

X— . . P
Alors la v.a. Y = 2=£ suit une loi normale centrée réduite.
(e

Remarque- On note aussi Y ~ N(0,1).

Ce théoreme permet d’étudier des lois normales de parametres
(u,02), puisque la seule loi qui soit tabulée est la loi normale
centrée réduite.
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La place prépondérante de la loi de Laplace-Gauss découle du résultat sui-
vant, appelé théoreme central limite ou théoreme de la limite centrale.

Théoréme 1.2 (TCL) Soit Xq,...,X, une suite de v.a. indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d., ie de mme moyenne u et variance o2). Alors la
somme S, =Y. X; suit une loi normale N (np,no?).

Ce théoreme affirme que la répétition un certain nombre de fois
d’une expérience aléatoire suit une loi normale. En pratique, on
considere que cette approximation devient valable pour un nombre
d’expériences n > 30.

Remarque— Il découle directement du TCL que

En effet,

et
Sny 1
Var(?) = n—Var(Sn)

1.5.3 Loi log-normale

Loi log-normale — On dit qu’une v.a. X suit une loi log-normale si la v.a.
Y = In X suit une loi normale

La loi log-normale est 'une des lois les plus usitées dans le domaine des
sciences de la vie. En effet, 1a o la loi normale autorise des valeurs négatives,
la loi log-normale ne permet que des valeurs positives. Par ailleurs, elle permet
de profiter de tous les résultats relatifs a la loi normale, modulo un simple
changement de variables.
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1.5.4 Loi exponentielle

La loi exponentielle est le plus souvent utilisée pour décrire des probabilités
qui vont aller en diminuant avec le temps. L’exemple le plus connu est le temps
d’attente d’un bus Dans le domaine biomédical, son application la plus connue
est I’étude de données de survie.

1.6 Lecture des tables

La plupart des lois de probabilité sont tabulées. Le plus souvent, c’est leurs
fonctions de répartition qui sont représentées.

De part la place prépondérante qu’elle occupe dans le calcul des probabi-
lités, la loi normale centrée réduite est treés souvent utilisée en statistiques. Par
conséquent, dans tout ce qui suit, nous noterons ®(t) sa fonction de répartition.

1.7 Exercices

Exercice 1.1 Soit X une v.a. suivant une loi normale N'(10,4). Ezprimer sous
une forme permettant 'utilisation des tables:

1. P(X >¢)

2. Pla<X <b)

Exercice 1.2 Soit X une v.a. gaussienne telle que:
P(X > 15) = 0.15866 et P(X < 8) = 0.34458

Déterminer E(X) et o.

Exercice 1.3 Soit X une v.a. continue de loi uniforme sur [0;100]. Calculer:
1. P(X = 20).
2. P(0 < X <20).
3. E(X).
4. Var(X).

Exercice 1.4 Dans une cage de 30 souris, 20 sont blanches et 10 sont grises.
On injecte des cellules cancéreuses aux souris. On suppose que la survie des
souris suit une loi exponentielle, de paramétre respectivement Ay = 0.14 et Ay =
0.1. Calculer:

1. La moyenne de survie pour les deux types de souris.
2. La probabilité pour qu’une souris grise vive 12 mois.
3. La probabilité pour qu’une sourts blanche vive 12 mois.

Exercice 1.5 La taille moyenne des individus d’une population est de 1.75
metres, avec un écart-type de Tem. Quelle est la probabilité:
1. qu’un individu mesure plus de 2 metres?
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2. qu’un indwidu mesure entre 1.60 et 1.70 metre?
3. qu’un individu mesure entre 1.65 et 1.80 meétre?

1.8 Problemes supplémentaires

Probléme 1.1 Etablir les espérances mathématiques des diverses lois données
dans ce chapitre (hormis Chi-deux et Student, trop ardues).

Probléme 1.2 Etablir la formule 1.4: Var(X) = E(X?) — E(X)%
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1.9 Correction des exercices

Exercice 1.1- On utilise le Théoréme 1.1: la loi Y définie par Y = X4 = X=10

o 2
suit une loi normale centrée réduite N'(0,1). Par conséquent:
1.
P(X>¢) = 1-P(X <¢)
X -1 -1
— 1P Ogc O)
2 2
c—10
= 1-9
(5
2.
Pla<X <b) = Pla—10<X —-10<b-10)
a—10 X —-10 b-10
= B 3 ST 2 3 )
X—-10 b-10 X—-10 a-10
R R S A S S I
b—10 a—10
= & -
e
X—E(X)

Exercice 1.2— On utilise le Théoreme 1.1: la loi Y définie par Y = =
suit une A(0,1). On réécrit les deux contraintes de faon & faire apparaitre Y,
en n’oubliant pas qu’une inégalité reste identique si, des deux cotés du signe
d’inégalité, on fait les mmes opérations.

P(X >15) = P(X-E(X)>15- E(X))
X - E(X) 15 B(X)
B —UE(X))

15 — B(X)

:p(

)
- P(Y

= 1-P(Y <
g
15 — B(X)

g

)

= 1-(

)

Par conséquent, on doit avoir 1 — @(B_TE(X)) = 0.15866. On cherche donc sur
la table de la loi de Gauss la valeur telle que

15— B(X)

®( .

) =0,84134

Par conséquent, on doit avoir M%E(X) =1, soit 15— E(X) =o0.
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De la mme faon, on a

P(X <8) = P(X-E(X)<8—-EX))
_ P(X—f(X)<8—Jj(X))
_ P(Y<8—E(X)>

Par conséquent, on doit avoir @(%(X)) = (0.34458. Les tables ne présente que
les valeurs de la loi de Gauss pour des x > 0, soit des probabilités supérieures a
0.5. Ici, nous devons donc utiliser la symétrie de la loi, c’est & dire que ®(z) =
1—®(—x). Donc 8 — E(X) = —0.40160.

On a donc a résoudre le systeme suivant:

5-EX)=0
8 — E(X) = —0.40160

En écrivant ces deux termes en fonction de E(X), on a 15 — ¢ = 8 + 0.40160,
soit o = 7/1.4016 = 4.99 ~ 5, et, en utilisant la premiére équation, E(X) =
15 — o = 10.

Exercice 1.3

1. Piege! Pour une loi continue, la probabilité d’un point isolé est égale a
zéro. Fn effet, dans notre exemple:

20
dzx

P(X =20 = / 100
20

1
m[x]gg
1

= 0

2. On calcule

20 dr

PO< X <20) = / =
( ) , 100

1 20
To0 %o
1
— —(20-0
100" )
1

5

3. On utilise le tableau 1.5: E(X) = %1% = 50.
4. On utilise le tableau 1.5: Var(X) = 1%0-0% _ g33 33
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Exercice 1.4-
1. Soit X la v.a. “durée de survie d'une souris blanche”, X, la v.a. “durée

de survie d’une souris grise. On utilise le tableau 1.5: E(X}) = %b =714
et E(X,) = 10.
2. On doit calculer:
P(X,>12) = 1-P(X,<12)
12
=1 f/ Age % dx
0
g

12
= 1—)\/ e %y
0

1

= 1=-X] )\*6_)\”$](1)2

9
= 14+ (6712)\5 _ 60)
— 6712)\9
= 0.301

3. De la méme maniere, on a P(X; > 12) = e~ 12% = 0.187.

Exercice 1.5~ En I’absence de précisions sur la loi de probabilité que suit la
taille d’un individu, on va faire I’hypothése de normalité: la taille X suit une loi
de Laplace-Gauss, de parametres (175,49). Ici, plusieurs approches sont possibles
(mais doivent donner les mémes résultats) selon la table de la loi de Gauss que
I’on utilise:

— Sur la table I, qui donne P = P(X > u) et @ = P(X < u), on doit
procéder “a ’envers”: on cherche dans la table la valeur la plus proche, et
on lit le P ou le () correspondant, dans les marges.

— Sur la table IT (page 300 de Statistiques descriptives et décisionnelles), on
peut lire directement la probabilité. C’est celle-ci que nous utiliserons ici.

1. On cherche P(X > 200). On centre et on réduit:
P(X >200) = P(X —175>25)

X-17 25

_p
(>3

~—

On cherche dans la table (ou II(t) = ®(¢)). On doit lire dans les grandes
valeurs de ¢ (et le résultat est alors utilisable directement, puisque la table
des grandes valeurs donne 1 —®(t)). On lit la colonne 0.6 de la ligne t = 3.

Par conséquent,
P(X > 200) ~ 159 - 107°
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soit encore 1.59 - 10=* (environ 1.6 pour 10000).

. On cherche maintenant P(160 < X < 170). On centre et on réduit:

P(160 < X < 170) = P(—15 < X — 175 < —5)
15 X-175 -5

f— P‘
(<= <)

On va utiliser la propriété suivante:

Propriété 1.5 Soit Y une v.a., P sa loi de probabilité et F(t) sa fonction
de répartition. Alors

Pla<Y <b)=F(b) — F(a)
Ceci se montre facilement: P(a <Y <b) = Pla<Y)NPY <b) =
Pla<Y)+PY <b)—Plla<Y)U(Y < b)] dapres la propriété 3
d’une probabilité. Or, puisque a < b, on a Plla < Y)U (Y < b)] =1

(on regardera la figure ci-dessus pour s’en convaincre, U consistant en la
réunion des deux demi-droites P(a < Y) et P(Y < b)), et par conséquent,

P(a<Y<b)

@

P(a<Y) b
P(Y <b)

Pla<Y <b)=1-PY <a)+PY <b)-1=PY <b)—PY <a) =
F(b) — F(a).
Par conséquent:

P(160 < X < 170) = @(%5) - @(—715)

La table ne donne les probabilités que pour les valeurs positives de ¢t. Mais
la symétrie de la loi de Gauss permet d’écrire que ®(—t) = 1 — ®(¢) pour
tout ¢ (et en particulier pour ¢ < 0). Par conséquent,

P(160 < X < 170) = 1-— @(g) -(1- <I>(175))
= B(2) - a()

B(2.14) — (0.71)
= 0.98382 — 0.76115
= 0.22267

3. On fait le méme raisonnement que dans le point précédent:

165 — 175 < X =175 < 180 — 175
7 7 7

P(165 < X <180) = P )
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2(2) - B()

0.76115 — (1 — (1.43))
0.76115 — 1 + 0.92364

0.68469

19
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2. Introduction aux
statistiques

2.1 Variabilité

Un probléme qui se pose lorsque ’on est confronté a des mesures expérimentales
est celui de la variabilité. Cette variabilité peut étre de plusieur types:

Variabilité interne. Propre a la population que ’on considére. Dans le cas
de mesures biologiques, elle peut étre intra individuelle, c’est a dire liée
a ’évolution avec le temps et la situation de l'objet de 1’étude, ou inter
individuelle, liée aux différences biologiques entre les individus d’'une méme
population.

Variabilité externe. Dans le cas de mesures de populations biologiques, ce
type de variabilité a deux sources: les instruments de mesure, qui sont
plus ou moins précis, et ’observateur, qui est, lui aussi, plus ou moins
précis

L’objet de la statistique est de dégager des lois de la connaissance des mesures,

en prennant en compte la variabilité, et de préciser la validité de ces lois.

Un concept important en statistiques est la notion de loi vraie. On suppose
que la variable aléatoire suit une loi dite vraie, donnée par la nature. Le but des
statistiques est de connatre cette loi, en se basant sur I’observation d’éléments
issus de cette loi.

2.2 Langage

Modele statistique — Un modéle statistique est la donnée d’un ensemble (2
et d’'une famille (Py)gco de lois de probabilité sur cet ensemble.

Echantillon — On appelle échantillon de taille n de X, ou encore n-échantillon
de X, une suite de n variables aléatoires X1, ...,X,, indépendantes et de méme

loi que X.

Réalisation d’un échantillon — Les valeurs prises par 1’échantillon, notées
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T1,...,Tn, sont appelées réalisation de I’échantillon.

Statistique — On appelle statistique toute fonction d’un n-échantillon. Une
statistique est donc une variable aléatoire fonction de X1, ..., X,,.

Par exemple, la moyenne empirique est une statistique.

2.3 Statistique descriptive

Cette branche de la statistique s’occupe de la description des données. Nous
traiterons rapidement cette section, la statistique déscriptive devrait en effet vue
comme un moyen de se familiariser avec les données, et non comme un moyen
d’analyse.

On suppose que pour chaque individu d’une population, on mesure la valeur
d’un caractére. On est souvent obligé de regrouper les données en classes, de
fagon a les rendre plus synthétiques. Toutefois, cette opération fait perdre de
Iinformation.

Dans la suite, nous supposerons que ’on a procédé a un tel regroupement,
en k classes. On a donc une table des effectifs, qui donne, pour chaque valeur
du caractere, le nombre d’individus qui le posseédent a un tel niveau:

Valeur du caractere || @1 | o | ... | T
Nombre d’'individus || n1 | no | ... | ng

Pour simplifier, nous noterons n = Zle n; la taille de I’échantillon.

Fréquence relative — La fréquence relative du caractere x; dans la population

est donnée par
2

fi=— (2.1)

n

Table des effectifs cumulés — A la table des effectifs, on peut associer une
table des effectifs cumulés qui donne, pour chaque valeur du caractére, le nombre
d’individus ayant ce caractere ou 'un des précédents.

Bien sur, il faut pour cela que le caracteére soit de nature ordinale (i.e. que 'on
puisse le classer) et non de nature cardinale. Ainsi, établir une table des effectifs
cumulés des tailles d'un étre humain a un sens, alors qu’établir une table des
effectifs cumulés de la couleur d’une voiture en a moins

On obtient une table ayant I’apparence suivante:

Valeur du caractere T To ... Tp
Nombre d’individus n o ... Nk

; p 3
Effectif cumulé cio=n1 | ca=n1+ns | ... =D 1mn
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Fonction de répartition empirique — La fonction de répartition empirique
est calculée en utilisant la table des effectifs cumulés:
C;
F(x;) = — 2.2
() = 2 (22)
On a bien sur

F(z;) = Zfi

2.3.1 Caractéristiques de position d’une distribution

Centiles — On appelle a;-centile d’une distribution la valeur du caractere tel

que F(x;) = {55

Quartiles — On appelle quartiles les 25 et 75-centiles d’une distribution.

Médiane - La médiane correspond au 50°M€ centile d'une distribution (i.e.
a; = 0.5). C’est donc la valeur centrale de la distribution. Elle est calculée en
cherchant le i tel que F(z;) = 0.5.

Dans le cas continu, si le point cherché tombe “entre deux classes”,
on utilisera une interpolation linéaire (i.e. que l'on relie les deux
points, on trouve l'intersection avec la droite y = a4, et on en
déduit la valeur de x;), ou bien la moyenne des deux classes.

Mode — Le mode d’une distribution est la (les) valeur(s) la plus fréquente dans
la distribution.

Moyenne expérimentale — La moyenne expérimentale, ou moyenne empi-
rigue d’un échantillon est donnée par:

Remarque- Si la distribution est unimodale et symétrique, alors la médiane,
le mode et la moyenne expérimentale coincident. La réciproque est fausse en
général.

2.3.2 Caractéristiques de dispersion d’une distribution

Variance empirique — La variance (empirique) d’un échantillon est la moyenne
des carrés des écarts a la moyenne:

1 n
2 _ 2
S_nflg(xl z)
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Intervalle interquartile — L’intervalle interquartile est la différence entre le
troisieme et le premier quartile.

Remarque— L’intervalle interquartile contient donc environ 50% des observa-
tions. De la méme maniere, on définit aussi 'intervalle interdécile, qui comprend
environ 90% des observations, et 'intervalle intercentile qui contient lui environ
99% des observations.

Coefficient de dissymétrie — Le coefficient de dissymétrie se calcule & partir
de la médiane M., du premier quartile @1 et du troisieme quartile @J3, par la
formule suivante:

(QB - Me) - (Me - Ql)
Q3 — Q1

Coefficient de variation — On appelle coefficient de variation d’une distri-
bution le quotient de 1’écart-type par la moyenne (empirique):

SRRV

Souvent, on exprime ce coefficient en pourcentage, en utilisant donc

100s

Le coefficient de variation permet de réduire les effets de taille. Supposons
par exemple que ’on mesure (en centimetres) la taille moyenne d’un groupe de
baleines et d’un groupe de souris. Le calcul de la variance (et donc de 1’écart-
type) se base sur les carrés des écarts a la moyenne. Il va donc amplifier les
différences pour les baleines (un écart de 30 centimetres de la moyenne va donner
900 dans le calcul de la variance). Si 'on veut pouvoir comparer les variations
dans ces deux populations, on doit donc restreindre cet effet.
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2.4 Données groupées — Données non groupées

Le tableau suivant donne les différences de calcul de certaines des quantités
qui ont été présentées, selon que les données ont été ou non regroupées en classes.

Quantité

Données non groupées

Données groupées

effectif

somme des observations

somme des carrés

moyenne

variance

Zf:l F(xz)
Sy wiF ()

Zf:l xZQF(xZ)

2 zF(x)
> F(=)

T =

2 _ S0’ F@)
Y F@-1

2.5 Exercices

Exercice 2.1 On étudie la valeur d’un caractére sur un échantillon de 100
individus. On obtient les valeurs suivantes:

61150 59
52| 51| 43
55| 50| 54
58| 49| 50
50 | 50| 52
571 47| 49
491 50| 44
43| 55| 59

49 1 48 | 47
57| 59| 51

44| 50| 48| 41| 46
501 481 49| 44| 56
60 | 41| 52| 54| 50
571 48| 47| 40| 48
55| 471 48| 52| 53
48| 45| 54| 48| 45
49| 451 42| 43| 50
46| 46| 49| 54 | 54
50 | 471 49| 49| 50
52| 531 50| 49| 52

50 | 55
50 | 42
47| 438
46| 45
50 | 52
52| 48
51| 47
47| 55
58| 50
451 49

1. Donner la table des effectifs et des fréquences de cet échantillon.

o

échantillon.

S L R o

~

Tracer la courbe des fréquences cumulées.
Déterminer la moyenne, le mode de cet échantillon.
Déterminer la variance de cet échantillon.

Donner la table des effectifs cumulés et des fréquences cumulées de cet

Déterminer la médiane, les quartiles (25 et 7565 centiles) de cet échantillon.
Cette distribution est-elle symétrique?
Donner Uintervalle interquartile.
Déterminer le coefficient de dissymétrie de cet échantillon.
Déterminer le coefficient de variation de cet échantillon.
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2.6 Correction des exercices

Exercice 2.1- Ce cas est tres simple, puisque les fréquences s’obtiennent di-
rectement en divisant par 100 les valeurs dans les différentes classes. Si on fait
I’histogramme de 1’échantillon, on a:

Histogramme sans regroupement
T T T

1. On calcule la somme des valeurs: 4966, et on classe les différentes valeurs:

Valeur 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
Nombre 1 2 2 5 3 6 4 8 9 9
Fréquence | 0.01 0.02 0.02 0.05 0.03 0.06 0.04 0.08 0.09 0.09
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61
16 3 8 3 6 5 1 3 1 3 1 1
0.16 0.03 0.08 0.03 0.06 0.05 0.01 0.03 0.01 0.03 0.01 0.01

2. Effectifs cumulés et fréquences cumulées:

Valeur | 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 |
Nombre 1 3 5 10 13 19 23 31 40 49
Fréquence | 0.01 0.03 0.05 0.1 0.13 0.19 0.23 031 0.4 0.49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61
65 68 76 79 8 90 91 94 95 98 99 100
0.65 0.68 0.76 0.79 0.85 09 091 094 0.95 0.98 0.99 1

3. On obtient la figure suivante:

4. Moyenne: 49.66 (directement avec la somme). Mode: 50 (d’apres le ta-
bleau).

5. Variance: 20.7721 (écart type: 4.5576).

6. Médiane: 50 (d’apres la figure). Quartiles: 47 et 52 (d’apres la figure).
Attention: on arrondit au supérieur. Il s’agit en effet de valeurs discrétes
des caracteres.
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75-centile

Mediane

25-centile

P St O S S SO R R
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61

Moyenne= 49.66, mode=50 et médiane=50. On ne peut pas pour au-
tant conclure sur la symétrie, il suffit de regarder I’histogramme pour s’en
convaincre.

L’intervalle interquartile est donné par Q3 — @1 = 5: 5 classes regroupent
environ 50% des observations.

On calcule

(Qs —M.) — (M. — Q1)  (52—50)— (50 —47) 1

Qs — Q1 52 — 47 5
On peut donc conclure que I’échantillon observé contient légerement plus
de valeurs a gauche qu’a droite de la médiane. Donc la distribution n’est
pas symétrique.
On calcule 100s/x = 455.76/49.66 = 9.18%.
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3. Estimation

L’estimation est un aspect important du travail statistique. Elle consiste a
essayer de déduire la vraie valeur d’une caractéristique (d’un parametre) d’une
population, au vu d’un échantillon non nécessairement exhaustif de cette popu-
lation.

Considérons une culture bactérienne. L’expérimentateur aimerait avoir une
information sur la taille moyenne des bactéries. Plusieurs problemes se posent:
— Il ne peut pas de faon réaliste mesurer la taille (paramétre) de toutes les
bactéries de sa culture (population).
— Par conséquent, il prend un échantillon de la population, et mesure la
taille des bactéries de cet échantillon.
Au vu de ses mesures, il peut calculer une estimation de la taille, dont il peut
supposer qu’elle représente la taille moyenne des cellules de sa population (esti-
mation ponctuelle). Toutefois, puisque l'expérimentateur n’a pas mesuré toutes
les bactéries, et qu’il sait que la variabilité de la taille des cellules est importante,
quelle confiance peut-il accorder a cette estimation? Le but de I'estimation par
intervalles de confiance est de donner une information sur le risque pris lors de
I’estimation.

3.1 Estimation ponctuelle

Soit X une v.a. suivant une loi de probabilité d’espérance mathématique
1= E(X) et de variance 0 = E [(X — p1)2]. On procede & un échantillonage,
i.e que l'on constitue n v.a. Xq,...,X,, indépendantes et de méme loi que X
par répétition n fois de lexpérience de fagon indépendante. On obtient une
réalisation x1,...,r, des v.a. Xq,...,X,.

Estimateur — Soit X7,...,X,, un n-échantillon, (z1,...,x,) une réalisation de
(X1,...,X,). La variable aléatoire T = p(X1,...,X,) est un estimateur, le réel
p(z1,...,x,) est une estimation, la fonction ¢ étant une statistique.

Lorsque la loi de la v.a. étudiée dépend d’un parametre inconnu 6, une
statistique prennant ses valeurs dans ’ensemble des valeurs possibles de 6 s’ap-
pelle un estimateur de 6. La valeur 0 qu’elle prendra pour une réalisation du
n-échantillon sera ’estimation correspondante de 6.
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Remarque- L’estimateur étant une statistique, c’est une variable aléatoire.

Estimateur sans biais — Un estimateur est dit sans biais si son espérance
mathématique est égale au parametre qu’il estime. En d’autres termes, si 6 est
un estimateur de 6, c’est un estimateur sans biais de 6 si et seulement si

E6) =0

Estimateur biaisé — Si E(0) # 0, alors on dit que Pestimateur est biaisé. La

quantité E(0) — 0 est alors appelé le biais de I'estimateur.

3.1.1 Estimateurs ponctuels usuels

Proportion — Pour estimer la proportion p d’individus d’une population possédant
une certaine caractéristique, a partir d’'un n-échantillon, on compte le nombre

k d’individus de I’échantillon possédant la caractéristique. L’estimateur de la
proportion est alors p = % C’est un estimateur sans biais de p.

Moyenne — L’estimateur usuel de la moyenne est f = X = %

-

X;. Cest un

=1

estimateur sans biais de pu.

Remarque- Dans certains calculs, on se servira de la propriété suivante (ad-
mise):
- 1
Var(X) = —Var(X)

n

Variance — Deux estimateurs sont habituellement utilisés pour la variance. Le
premier, défini par

i=1
est un estimateur biaisé de o2, asymptotiquement sans biais (i.e. que pour une
réalisation de grande taille, le biais de l'estimation tend vers 0).
Justification

Les deux estimateurs de la variance different seulement par le terme en
facteur devant la somme. Calculons donc Y (X; — X)%:
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Z[(X‘ =) +2X = p)(p - X) + (u—f()z]

STXi— w2 (X — (- X)+ > (-

Or
2 (Xi—pwp—X) = 2u—X)) (Xi—n)
= 20— X)D_Xi —nyl
= 2(u- ):()[nX—nu]
= 2(p—X)(X —p)
Donc
S - X2 = S - ) - 20— %)%+ n(u - X)

= Y (Xi—p)’ —n(u—X)

Calculons maintenant E(3.(X; — X)?) en utilisant cette derniere expression.

B (X~ XP) = EY(Xi—p)® —n(u— X)?
= Y (X — )] - Eln(u — X))

On peut donc maintenant calculer tres facilement ’espérance mathématique des
deux estimateurs de la variance:

B = B— (X7

n—1
i=1
1
= n_l(n—1)02
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LE> (% - )?)

n

1
Z(n—1)c?
—(n—1)o

n—1

=1

n

qui est un estimateur biaisé de la variance. Mais c’est un estimateur asympto-
tiquement sans biais, ce que ’on peut montrer de deux manieres:

— Soit I'on consideére la limite quand n devient grand (tend vers 'infini) de

E(53):
n—1 , 9

lim E(83) = lim

n—oo n—oo
(en se rappelant que la limite en co d’une fraction polynomiale est donnée
par la limite en co du quotient des termes de plus haut degré du numérateur
et du dénominateur —ici n dans les deux cas, donc % = 1-).

Soit on calcule le biais de 'estimateur:

-1
E(8%) -0 = PP

et 'on calcule sa limite quand n — oo, qui vaut 0. Puisque le biais tend
vers 0 quand la taille de ’échantillon augmente, c’est que ’erreur que l'on
commet devient de plus en plus petite. Donc I'estimateur 3 est asympto-
tiquement sans biais.

Pour un échantillon de taille modeste, on utilisera de préférence
32, alors que pour des échantillons de taille conséquente (50), on
utilisera celui que 'on veut.

3.2 Estimation par intervalles

De faon a faire apparatre la dépendance des lois de probabilité de leurs

parametres, nous les noterons par la suite Py.

Intervalle de fluctuation — On appelle intervalle de fluctuation (IF) au ni-
veau « (ou au risque 1 — a) d’une valeur observée x d’un caractére, 'intervalle
I centré en p tel que

Pyzel)=a (3.1)

Un intervalle de fluctuation comprend donc, avec une probabilité
supérieure a «, les valeurs possibles de la réalisation.
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On se donne la probabilité o d’une erreur (en général, o = 0.05 ou 0.01).
Cette erreur est souvent appelée niveau de signification, ou encore seuil de si-
gnification.

Intervalle de confiance — Oun appelle intervalle de confiance (IC) au niveau
(de sécurité) 1 — o du parametre 6, l'intervalle I tel que

P(Xel)=1-a (3.2)

Un intervalle de confiance comprend donc, avec une probabilité
supérieure a 1 — «, les valeurs possibles du parametre 6.

Afin de savoir quelle loi de probabilité utiliser selon les cas possibles, on se
réferera a la table 3.2, qui donne, selon le parametre que ’on cherche & estimer
et la loi de la v.a., 'estimateur a utiliser.

Exemple — On observe la variable X: nombre d’interventions journalieres de
pompiers d’une (petite) caserne, et on obtient ’échantillon de taille n suivant:

Nombre d’interventions/jour | Nombre de jours
0 13

26

28

18

11

4

0

ST W N

On fait I'hypothese que la v.a. considérée suit une loi de Poisson de parametre
A. Construire un intervalle de confiance pour ce parametre, au niveau a = 0.05.
On calcule: X = 2 et s2 = 1.76. La distribution d’une loi de Poisson est
donnée par:
LOF
k!

et le parametre \ est aussi ’espérance de la loi.
Pour construire l'intervalle de confiance, ce que ’on cherche a faire c’est
trouver T3 et Ts tels que:

P(X=k)=e

PTi<A<TDl>1-«

On va utiliser une approximation normale (on le fera le plus souvent possible,
lorsque la taille de I’échantillon le permet, i.e. est supérieure a 30). Ainsi, on
pourra lire les valeurs sur la table de la loi normale. On a

X - E(X

) g
Var(X) NOD
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avec Var(X) = Var(X)/n.
On réécrit cette quantité:
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Ce que l'on cherche est donc les u; et us tels que

X -
VA

Ceci est représenté sur la figure suivante:

a < ug]

Plu; < /n

Loi de Laplace-Gauss

=1—-«

0.025

0.025

Or la loi M (0,1) est une loi symétrique, centrée en 0. On va donc utiliser

cette propriété:

P[méx/ﬁi <w]=1-a
Xy o
P[‘\/ﬁ\/X ’Su;;]—l a

X —
P[‘\/ﬁ “‘ < 1.96] = 0.95

VA

Pllvn(X — p)| < 1.96VA] = 0.95

Apres quelques calculs, on trouve

_ 1.962 _1.962 _
105%=lX— —\/(X+ 2 —-X2;X

200 200

soit [1.74 ; 2.3].

1.962 \/ _ 1.962 _
— X 2 _ X2
200 © (X + 200) ]
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Exemple - Soit z1,...,r, la réalisation de n v.a. ii.d. Xy,...,X,, de loi
N (p,0%). On sait que 02 = 9. Donner un IC & 90% pour p, basé sur I'estimation
T = 19.3 et avec n = 16.

On regarde la table 3.2: 'estimateur de y suit une loi N(E,%z) Donc on a

vt o N (0,1)
o
On doit donc trouver T; et Ts tels que:

r—p
o

PITy </n <Tp]=09

Comme N (0,1) est symétrique, on aura donc T, = —T7, et on cherche alors sur
la table la probabilité pour que la loi normale prenne une valeur égale a 0.95
(i.e a 1 — &, voir la figure suivante). On y lit 1.6449.

Par conséquent on a:

T—p
g

P[—1.64490 < /n(% — p) < 1.64490] = 0.9

g g
P[~1.6449—— < Z — pu < 1.6449—] = 0.9
Jn Jn

P[-1.6449 < /n

< 1.6449] = 0.9

n n
7
Jn
Pl —1.6449-7 <y < 7 +1.6449-2_] = 0.9

. \/ﬁ*u* . \/ﬁ_ .

Dans cette expression, on remplace les valeurs connues (Z, o et n), et on obtient
finalement:

P[—1.6449 F<pu< 1.6449% — 7] =09

IC1o9 = [18.06 ; 20.53]

Exemple — On veut déterminer un IC au niveau de sécurité 0.95 de la propor-
tion p inconnue de toxicomanes dans une population. Un échantillon de taille
n = 200 a été prélevé et a donné 10 toxicomanes.
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On considere la v.a. X: nombre de personnes toxicomanes dans le n-échantillon
prélevé. X suit une loi binomiale de parametres (200,p) (on note 5(200,p)).
On fait une approximation normale, en utilisant la formule suivante (valable
pour n > 30, np > 5 et np(l —p) > 5):
Zy— -2 N(01) (3.3)
np(1 —p)

Par conséquent, on cherche a déterminer ¢, tel que
P(|Zn| < ea) =1—-a=0.95

On trouve 1.96 dans la table de la loi normale centrée réduite. Encore une fois:
on lit la table pour la valeur 0.975, car ce qu’on veut, en fait, c’est “retrancher”
Perreur o = 0.05 a 1, et puisque la loi normale est symétrique, cela implique que
l'on enléve deux fois 0.025 (comme cela est représenté sur la figure précédente).

On utilise ensuite la formule approchée suivante (qui ne sera pas démontrée
ici):

X € X X X € X X
== -2/ 2n-= Lo JEa-= 3.4
On a donc
1 1. 10 1 1 1. 10 1
0 — 0 196 0 190 0 1.96 0 190

[200 /200 V 200200 \/ /200 V 200 200]

/119
20 20

0 0192 0.0808]

3.3 Exercices

Exercice 3.1 Le nombre de plaquettes par mm?® de sang peut étre considéré
comme une v.a. de moyenne 300 u/mm? et d’écart-type 75 u/mm?>.
1. Donner U'IF a 95% du nombre de plaquettes.
2. Quelle taille d’échantillon faudrait-il tirer au sort pour que UIF au risque
5% de M, (moyenne du nombre de plaquettes pour un échantillon de n
sujets) ait une largeur de 10 u/mm??

Exercice 3.2 On observe la valeur d’un caractére sur un échantillon de 35
individus. On obtient les valeurs suivantes: 15, 6, 21, 0, 27, 9, 8, 23, 16, 26, 7,
28, 28, 18, 18, 29, 2, 17, 5, 25, 19, 24, 11, 1, 2, 0, 11, 6, 22, 22, 15, 25, 14,
24, 5

Déterminer un intervalle de confiance a 95% de la moyenne de ce caractére.
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Exercice 3.3 Reprendre le deuxiéme exemple d’intervalle de confiance dans le
cours (loi normale), et donner:

1. Un IC a 90% si n = 100.

2. Un IC a 95%, puis a 99%, avec n = 16.

Exercice 3.4 Une population contient 12% d’individus malades.
1. Quel est lintervalle de fluctuation (IF) a 95% du nombre de malades pour
un échantillon de 100 malades?
2. Quel est 'IF o 99% du nombre de malades pour un échantillon de 100
malades?
3. Donner une justification “verbale” de la différence constatée.

4. Que deviennent ces IF si le nombre d’individus de [’échantillon est €gal a
2007
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3.4 Correction des exercices

Exercice 3.1-
1. Ici, les renseignements donnés ne sont pas suffisants pour obtenir une forme
“numérique” de I'IF. On se contente de préparer son écriture. Soit X la
v.a. “nombre de plaquettes par mm? de sang”.

Pla< X <b)=0.95

P(a—300 < X —300 < b—300) =0.95

a — 300 < X —300 < b — 300
75 75 75
Maintenant, si I’'on suppose que la v.a. X suit une loi normale, on peut
conclure, en remplagant a et b par respectivement -1.96 et 1.96 Mais sinon,
on en reste la.

2. Le nombre moyen de plaquettes pour un échantillon de n sujets est tel que

P(

) =0.95

2
My~ N (p,7)

Construisons un IF de M, au niveau 0.95:

M, —
Ploeo < 2" <e) =095

g

P(—€q0 < (M, — p)v/n < eq0) = 0.95

g
<M, —p<eq—) =095
< u,e\/ﬁ)

g g
P(i— €a— < M, < a—) = 0.95
(e o /m S u+6\/ﬁ)

On cherche un IF de largeur 10. On doit donc avoir
o o
a~ — — —Ca—F—) = 10
1Y +€ \/ﬁ (,U, € \/ﬁ)
Ce qui s’écrit:
2¢,0

NG

On resoud cette expression en fonction de n:

=10

2¢q
10 = f/; Vnl0 = 2,0
2€,0
& n= 10

P 2€,0 2
L 10

Le risque a = 0.05 donne ¢, = 1.96. On remplace les valeurs connues
(1 =300, 0 = 75) et on obtient finalement que n = 865 (en arrondissant
au supérieur pour étre stir d’avoir la largeur de I'IF).
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Exercice 3.2— On calcule la moyenne et la variance empiriques de 1’échantillon:
m = 524/35 = 14.97 et

1 1
2 _ 2 \2) —
Sl_n—1<2 xi—ﬁ(g x1)>—85.91

. . . . 2 \
Puisque n > 30, on suppose que la moyenne empirique suit une A/ (1,%-), ou p et
o? sont respectivement la moyenne et la variance vraies. On estime la variance
par la variance empirique.

L’IC au risque 5% (ou au niveau 95%) est donc donné par:

/85.91 /85.91
14.97 — 1. — < pu<14. 1. —_—
97 96 35 SHS 97 +1.96 37

soit [11.9; 18.04].

Exercice 3.3— On reprend ici la formule qui a été obtenue dans ’exemple, en
I’adaptant selon les cas.
1. Ici, on peut reprendre directement, en remplacant n = 10 par n = 100
dans les calculs. On obtient donc l'intervalle de confiance suivant:

3 3
ICio% = [19.3 — 1.6449—5 ; 193+ 1.6449 ] = [18.8 5 19.5)

2. Ici, on doit consulter & nouveau la table de la loi normale. Il ne faut pas
oublier que du fait de la symétrie de la loi normale, on cherche la valeur
telle que 1 — 5 soit égal au risque. Pour o = 0.05, on trouve la valeur 1.96
(certainement la valeur la plus usitée en statistiques), pour o = 0.01 on
trouve 2.5758. On réécrit ensuite la formule de I’exemple en remplacant
1.6449 par ces valeurs, et on obtient:

ICsy, = [17.83 ; 20.77)

et
IC,y, = [17.37; 21.23]

Exercice 3.4-
1. La taille de I’échantillon est suffisament grande (;30), le pourcentage ob-
servé pg suit approximativement une loi de Gauss de moyenne p = 0.12 et
de variance o = 22-2) — (.001056. Les conditions np > 5 et n(1 —p) > 5
sont bien vérifiées.

La valeur lue dans la table pour 1 —a = 0.05 est 1.96, I'IF est donc défini

par
lpo — 1|

p(1—p)

n

soit |po — 0.12] < 1.961/0.001056 = 0.064. L'IF est donc
0.06 < po < 0.18

<1.96
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2. La raisonnement est le méme, si ce n’est que ’on remplace ici 1.96 par la
valeur correspondant a 1 — a=0.01, i.e. 2.576, et on obtient I'TF:

IFQQ% = [004 ] 02]

3. L’TF est plus large lorsque le risque est plus petit. En effet, en choisissant
un niveau de risque plus faible, on doit englober plus de valeurs, de maniere
a étre plus sur de ne pas se tromper.

La forme de l'intervalle de confiance pour la moyenne d’une loi normale est tres
utilisé, nous le rappelons donc ici sous forme de résultat.

Théoréme 3.1 Soit Xi,...,X, n v.a. i.i.d de loi N(u,02). Supposons que la
variance o2 soit connue. Alors lintervalle de confiance de pi au niveau 1 — o est
donné par:

ICa:[f—ea%; :E—i—eo‘%} (3.5)

ot la valeur €, est lue sur la table de la loi normale centrée réduite, en cherchant
la valeur telle que P(N'(0,1) > €,) =1 — 5.
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4. Tests d’hypotheses

Revenons a ’exemple introductif du chapitre précédent. L’expérimentateur
a estimé la taille des bactéries de sa culture. La question qu’il peut se poser
a présent est: les bactéries de la culture ont-elles une taille significativement
différente de celle connue dans la littérature? Ou encore: disposant de deux
cultures différentes, chacune correspondant & un milieu nutritif différent, peut-on
conclure que la taille moyenne des bactéries dans les deux cultures est différente?
C’est a ce genre de questions que répond la théorie des tests.

Les mathématiques nécessaires a la construction effective des tests d’hy-
potheses sont ardues. Nous nous contenterons donc ici de donner des procédures
de test, sans donner leur justification théorique. La littérature regorge par
ailleurs de tests divers et variés, adaptés a de tres nombreuses situations. De
méme, de nombreux tests sont implémentés dans les logiciels de statistiques.
Mais leur utilisation “en aveugle”, sans aucune compréhension des processus
sous-jacents, n’est pas une bonne chose, puisqu’elle conduira trés souvent a des
erreurs, aussi bien dans les conditions d’utilisation que dans I'interpretation des
résultats. C’est pourquoi nous nous bornerons ici aux tests les plus simples.

4.1 Définitions

Nous supposons une v.a. X, de loi de probabilité £(6) (i.e. dont la loi a pour
parametres 6 € O).

Test d’hypothése — Réaliser un test, c’est décider laquelle des deux hy-
potheses suivantes:
Hy: 0 €06

Hy: 0c0, (4.1)

est vérifiée, o1 @9 NO; =0 et OgUO; = O.

Remarque— Le rle de I’hypothese Hg et de I’hyptheése Hy ne sont pas symétriques.
Le choix de Hg et H; est donc important.

Hypothése nulle — On appelle hypothése nulle, I'hypothese Hg. Elle corres-
pond a ce qui est naturellement admis, concernant les valeurs des parametres.
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Hypothese alternative — On appelle hypothese alternative, I'hypothese Hj .
Elle correspond a ce que l'on cherche & mettre en valeur grace au test.

De mme, l'interprétation du résultat d’un test n’est pas le mme selon ’hy-
pothese que 'on considere:
Ho Accepter cette hypothése ne "mene a rien”. Si le test conduit & accepter
Hp, on dit qu’il est non significatif.
H; Si le test conduit a rejeter Hg et donc a accepter Hy, on dit qu’il est
significatif.

Exemple — Si lexpérimentateur constate (intuitivement) que ses bactéries
semblent plus grandes que toutes celles de la mme espece qu’il a cultivé jusqu’a
présent, il formulera son test de la faon suivante:

Hy : les bactéries de cet échantillon ont la taille habituelle.
H; : les bactéries de cet échantillon sont plus grandes que d’habitude.

Il procede a un test d’hypothese. Si ce test le conduit a accepter Hy, le test est
non significatif. La seule conclusion a laquelle il puisse parvenir est que, malgré
ce qu’il lui semblait, il n’a pu mettre en évidence une différence entre la taille
des bactéries de sa culture et celles qu’il a cultivé auparavant. Si, par contre,
le test le conduit a rejeter Hg, et donc a accepter Hy, il peut conclure a une
différence significative des tailles.

La notion d’hypothese nulle et d’hypothese alternative est assez difficile a
comprendre, mais est fondamentale. Le paragraphe suivant ! explique la raison
d’un tel choix.

Le raisonnement statistique déductif, une réduction a 1’ab-
surde

La faon dont un statisticien procede pour répondre a la sorte de
question considérée dans la section précédente peut paratre inuti-
lement compliquée a premiere vue: pourquoi, en effet, commencer
par poser l'hypothese principale [nulle] Hg alors que c’est en fait
I’hypothése contraire [alternative] Hy qui correspond & ce que 'on
souponne, a ce qu’on se demande, a ce qu’on souhaiterait découvrir?
- C’est parce que la sorte de raisonnement qu’on se trouve a faire
dans ce genre de contexte est une réduction a l’absurde.

Ce qui permet de découvrir du nouveau dans la recherche scien-
tifique, c’est 'observation d’une différence qu’on ne pouvait pas
prévoir a partir des connaissances antérieures. Toutefois, étant donné
la variabilité des phénomenes biologiques, comme la stature, on peut
s’attendre a ce qu’une observation particuliere differe sensiblement
de la moyenne paramétrique d’une population connue mme si elle
provient bien de cette population. On doit donc passer au crible les
apparences de différences que la réalité nous présente et ne retenir
que celles qui sont assez importantes.

1. P. Jolicoeur, Introduction a la biométrie, Décarie - Masson, 1991
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C’est pourquoi on commence par poser I’hypothese principale
[nulle], suivant laquelle I'observation proviendrait de la population
déja connue mme si elle differe de sa moyenne paramétrique. La
différence observée (X — pi4) serait alors due purement a la variation
individuelle. S’il s’avere ensuite que la probabilité d’obtenir une telle
observation est trop faible suivant 'hypothese principale [nulle], on
consideére cette derniére comme invraisemblable (”absurde”) et on la
rejette, mais c’est alors la réalité elle-mme, par I'intermédiaire des
données analysées, qui motive la conclusion a laquelle on parvient. I1
faut noter que, lorsqu’on conserve I’hypothese principale [nulle], on
ne peut pas considérer qu’on I'a confirmée mais uniquement qu’on
n’a pas réussi a l'infirmer.

Hypotheése simple — On dit qu'une hypothese est simple si elle correspond a
une seule valeur du parametre 6.

Hypothése composée — On dit qu'une hypothese est composée (ou compo-
site) si elle correspond & un ensemble de valeurs de 6.

Exemple — 6 = 0.5 est une hypothese simple, alors que 8 < 0.5, § > 0.5 et
0 # 0.5 sont des hypotheses composées.

Test au seuil 1 —« — Supposons que O NO; = 0 et OgUO; = O. Réaliser un
test au niveau de risque « (ou au seuil de signification «/), ¢’est décider laquelle
parmi les deux hypotheses suivantes est vérifiée:

Hy: 6 €6

H1 . 9 S @1 (42>

en faisant en sorte que la probabilité d’accepter I’hypothese Hg si c’est elle qui
est vérifiée, soit égale & 1 — a;, ce que 1'on note

P(@ S 90|H0) =1—-« (43)
ou encore

PHO(QEG)O):l—Oé

Puissance d’un test — La puissance d’'un test, que 'on note 1 — 3, indique
sa capacité a détecter une différence si elle existe. Elle correspond donc a la
probabilité de rejeter Hg alors qu’elle est fausse. Cette probabilité se note donc

P, (0€0)=1-3 (4.4)

Risque de premiére espéce — On appelle risque de premiére espéce, ou erreur
de type I, la probabilité de rejeter Hg alors qu’elle est vraie.
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Remarque- 1l s’agit donc de la probabilité de de conclure que 6§ € ©; sous
I'hypothese Hg, ce qui s’écrit P, (6 € ©1). Or dans la définition, nous avons fait
I’hypothese que {0(,01} est une partition de ©. Par conséquent, la probabilité
que Py, (0 € ©1) est le complémentaire dans © de Py, (0 € ©y), soit «.

Risque de deuxiéme espéce — On appelle risque de deuziéme espéce, ou
erreur de type II, et 'on note en général 3, la probabilité d’accepter Hq alors
qu’elle est fausse.

Remarque— De la méme maniere que Uerreur de type I, I'erreur de type II se
définit en fonction de 3, par = Py, (6 € Op).

Remarque- En général, on spécifie le niveau d’un test, ou bien sa puissance.
Les valeurs des erreurs de type I et II découlent ensuite de ce choix.

Ces différentes notions sont résumées dans le tableau suivant.

Situation réelle
Ho vraie H,o fausse
Hy ac- | Conclusion correcte Erreur de type II
??\ ceptée P=(1-a) P=s
@.| Ho rejetée | Erreur de type I Conclusion correcte
E P=q P=(1-7)
(seuil de signification) | (puissance)

4.2 Construction de tests

4.2.1 Conduite d’un test

Pour effectuer un test d’hypothese, on procede comme suit:

— On commence par décider des hypotheses Hg et Hy convenables pour le
test.

— De ces hypotheses, on déduit la statistique de test, sous '’hypothese Hyg.

— Sous cette hypothese, on regarde 1’échantillon: obéit-il a la loi que l'on
vient de choisir?

— Si c’est le cas, alors on accepte Hg, le test est non significatif.

— Si par contre, ’échantillon ne semble pas “coller” a cette loi, on a mis
en évidence une différence: on rejette I’hypothese Hg. Le test a mis en
évidence une différence significative.

Remarque— Dans la plupart des cas, si la taille de ’échantillon est suffisante,
on peut utiliser une loi normale, ce qui est possible en vertu du TCL.
4.2.2 Relation avec ’estimation par intervalles

Afin de faire apparaitre les liens qui existent entre les intervalles (de confiance
et de fluctuation) et les tests d’hypotheses, considérons le petit exemple suivant.
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Soit X1, ...,X, un n-échantillon de X, v.a. de loi N (p,0%). On suppose que
02 est connue. On estime ;1 par X. On veut tester les hypotheses suivantes, au
seuil a = 0.05.
Ho: p=po
4.5
Hi: p# po (4:5)

On se place alors sous 'hypothese Hg, i.e. que 'on suppose que la statistique
du test (X) suit une loi N(uo,%Q).

Dans ces conditions, si 'on construit un intervalle de confiance au niveau
a = 0.05 de p, on va disposer d’une information que ’on pourrait résumer ainsi:
“on a 95% de chances que p (la vraie valeur du parametre) soit dans 'intervalle
[Ty;Ts]”, ot Ty et Ty sont donnés par lecture de la table de la loi de Gauss (cf.
Théoreme 3.1):

e :[Xfei'XJrei]
5% e \/ﬁ ) « \/ﬁ

ol €,, lu dans la table, vaut 1.96 pour un niveau de 0.05.

Si 'hypothese Hg est vérifiée, alors g doit se trouver dans cet intervalle.
Donc le test est significatif si pg & ICxq.

Remarque- Il ne sera pas toujours possible de construire un test de cette
maniere. Pour utiliser ce raisonnement, il faut en effet que le test soit bilatéral
(ou bilatére), i.e. de la forme pg # 1), et non unilatére (de la forme pg > p ou

fo < p)-

Remarque— Par analogie avec les intervalles de confiance, on comprend donc
que plus le niveau de signification d’un test est faible (plus « est petit), moins
grandes sont les chances de rejeter Hy.

4.2.3 Comparaison d’une proportion observée a une pro-
portion théorique

Soit po la proportion théorique (supposée connue) et p; la proportion ob-
servée sur un échantillon de taille n. On teste les hypotheses suivantes:

H()I ™ = Po
Hy: m#po

Sous I’hypothese Hg, le nombre d’individus dans 1’échantillon présentant le ca-
ractere devrait tre C7 = npg, et le nombre d’individus ne le présentant pas
Cy = n(l — po). Soit O1 et Oy les nombres de personnes dans ’échantillon
présentant et ne présentant pas le caractere, i.e. les analogues de C; et Cy en
utilisant la proportion observée p;.

Ainsi, on a les quantités suivantes, si “Caractére” correspond aux individus
présentant le caractere et “!Caractere” correspond aux individus ne présentant
pas le caractere:

Sous Hg (théorie) Observation
Caractére C1 =npg 01 = npy
Caractere | Cy=n(l—po) | Oz =n(l—p1)
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Statistique du test

La quantité
s _ (01=C1)* (02— Cy)?
XObS - Cl + 02

suit une loi du x? & 1 degré de liberté (d.d.l.).

Regle d’acceptation

On accepte Hg si la probabilité pour cette quantité d’tre supérieure a sa
valeur résultant de 1’observation est inférieure au risque choisi, i.e. si

2
X0Obs < €a

ol €, est lue sur I'une des deux tables de la loi du chi-deux fournies, en cherchant
P(x3 > €,) = a. Autrement dit:

- Si X2Obs > €, alors on rejette Hg et donc on accepte Hj.
~ Six3,, < €q alors on ne rejette pas Hg et donc le test est non significatif.

Conditions d’application

Ce test n’est valide que si les quantités observées sont supérieures a 5.

4.2.4 Comparaison de deux proportions observées

Soit m; et w3 deux proportions les proportions théoriques d’un caractere dans
deux populations. On observe deux échantillons de tailles respectives nj et ns.
On veut tester les hypotheses suivantes:

Ho: m =m9
Hli 7T17£7T2

Cas des petits échantillons

Dans le cas de petits échantillons, on appliquera un test d’indépendance,
développé dans la section 4.2.7, page 50. On dressera alors un tableau avec deux
entrées en ligne et deux entrées en colonnes, et la statistique suivra une loi du
x? & 1 d.d.1. Pour appliquer ce test, il faut que n;p; > 10 et n;(1—p;) > 10 pour
1=1,2.

Statistique du test, grands échantillons

Soit p1 et ps les estimateurs respectifs de m; et mo, alors Z est la statistique
de notre test:
7 — p1—p2 — (M1 — 72)

VA =P+ 5)
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_ p1 + ngp2
ni + no

Sous I’hypothese Hg, Z suit une loi normale centrée réduite et s’écrit:

P1— P2

7 =
VP =P+ )

Regle d’acceptation, grands échantillons

— Si| z|> €q, rejet de Ho.
— Si| 2z |< €4, test non significatif.

ou la valeur €, est ici (grands échantillons) lue sur la table de la N'(0,1).

4.2.5 Comparaison d’une moyenne observée a une moyenne
théorique

Il s’agit ici du test que nous avons introduit lorsque nous avons fait le lien
entre tests et intervalles de confiance.

4.2.6 Comparaison de deux moyennes observées

Soient Z; et To les moyennes observées sur deux échantillons d’effectifs res-
pectifs nq et na, et de variance respectives s3; et s%,. On veut tester les hy-
potheses suivantes:

Ho : w1 = p2
Hi: o # po

Statistique du test, grands échantillons

Si les deux échantillons sont grands, on peut considérer que sous Hg, X1 —Xo

2 2 a2 a2
suit une NV (0,2t + 22) que lon approximera par -+ + 2 (avec s estimateur
‘nq no /? ni N2

non biaisé de la variance). En d’autres termes, la statistique est Z, définie par:

Sous Hg, Z s’exprime de la maniére suivante:
b

X1 —Xo

ni no

et Z suit alors une loi Normale centrée réduite.

7 =
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Regle de décision, grands échantillons

— Si| z |> e, alors on rejette Hg

— Si| z |< €, alors on ne rejette pas Ho, le test est non significatif.

olt €, est lu sur la table de la N'(0,1).

Par intervalles de confiance

On calcule I'IC au niveau 1 — . On accepte Hg si p1 — o =0 € IC,, on la

rejette sinon.

4.2.7 Test d’indépendance de deux populations

Soient X et Y deux v.a. qualitatives (possédant un nombre fini de valeurs).

On veut tester

Hol
Hli

X et Y indépendantes.
X et Y non indépendantes.

On fait alors n observations et on indique dans chaque case (a;,b;) du tableau
suivant l'effectif n;; des observations ol a; (les p valeurs possibles de X)) et b;
(les g valeurs possibles de Y') sont observés en méme temps.

Dans ce tableau, on fait aussi apparaitre les sommes marginales (notées n; o

et Ne ;).
by b by
ayp | N1 nij Nig | Nie
a; T 1 T 5 N q .0
ap | Mp,1 Np,j Mp,q | Mp,e
The,1 Te,j Ne,g n

On construit alors le tableau analogue au précédent, mais correspondant aux
effectifs espérés sous Hg. Ceci se fait en faisant le produit des marges du tableau
des observés, et en divisant par 'effectif total, comme cela est schématisé dans
le tableau (abrégé) suivant:

bj

[¢73

eivj - n

N eNe,j

T e

)

Te,j
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Statistique du test

La statistique

1=p j=q 2 1=p j=q _2

D, =% (nij —eij)” _ Y My,
€ e
i=1 j=1 bJ i=1j=1 "J

suit une loi du chi-deux & (p —1)(¢ — 1) d.d.L.

Regle d’acceptation

On calcule d,, valeur numérique de D,, dans la réalisation considérée. On
rejette ensuite Hg si d,, > €4, Ol €, est lue sur la table du x?, en cherchant
P(X%p—l)(q—l) > €4) = a. Pour résumer, en fonction du €, trouvé:

— Si d,, < ¢, on ne peut pas rejeter Hg. Le test est non significatif.

— Si d,, > €4, on rejette Hg, on accepte donc Hy au niveau de risque «. Le

test conduit a rejeter I’hypothese d’indépendance de X et Y.

Remarque- Si d,, est petit, c’est que I'écart entre les valeurs observées et les
valeurs théoriques (sous I'hypotheése d’indépendance) est petite. Par ailleurs,
plus la taille du tableau augmente, plus les fluctuations possibles théoriquement
(sous ’hypothése d’indépendance) augmentent, ce que ’on constate en lisant
une table du x? pour un a donné et pour des d.d.l. croissants.

Exemple — Un examen a eu lieu en trois sessions en parallele. Les copies ont
été notées par trois enseignants différents ¢ = 1,2,3, avec cinq notes possibles
j =1,2,3,4,5. On a obtenu le tableau suivant (ou les effectifs marginaux ont été
calculés):

1 2 3 4 5
1 19 26 35 18 4 nye = 102
2 14 28 36 21 ) No.e = 104
3 8 26 38 22 7 ng.e = 101
n.,l =41 Ne2 = 80 Ne 3 = 109 n.,4 =61 Ne 5 = 16 n = 307

Peut-on dire qu’il y a un lien entre I'enseignant et la note?
On va donc tester les hypotheses suivantes:

Hp : X est indépendante de Y
H; : X n’est pas indépendante de Y

On commence par etablir le tableau des effectifs espérés sous Hg. Pour cela, on
recopie les marges du tableau des effectifs observés, et on remplit chaque case
intérieure par le produit des marges divisé par le nombre total.

1 2 3 4 5
1 13.62 26.58 36.21 20.27 5.32 ny,e = 102
13.89 27.1 36.93 20.66 5.42 ng.e = 104
3 13.49 26.32 35.86 20.07 5.26 ng.e = 101
Ne1 =41 nNe2 =80 mNe3 =109 nes =061 nes=16| n=307
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Maintenant, on fait la somme ligne par ligne (ou colonne par colonne) des quo-
tients des nombres observés au carré par les nombres espérés:

€ -~ 13.62 * 26.58 + 36.21 * 20.27 + 5.32 + 13.89 + 271

i i n?; 192 262 352 182 42 142 982
i=1 j=1

+362+212+52+ 82 +262+382+222
36.93 ' 20.66 5.42 ' 13.49  26.32 = 35.86 @ 20.07
72
* 56
26.51 + 25.43 + 33.83 + 15.98 + 3.0 + 14.11 + 28.93 + 35.09
+21.35 + 4.61 + 4.74 + 25.68 + 40.27 + 24.12 + 9.32

= 31297

. . 2
; ot _ NNiEP =4 iy
Par conséquent, la statistique D, = > .77 =1 e

réalisation la valeur d,, = 312.97 — 307 = 5.97.
On regarde maintenant la table de la loi du x?, pour a = 0.05 et & (p —
1)(¢g—1) =8 d.d.l. On y lit

— n prend pour cette

P(x2 > ¢) =a=0.05s¢, =155
Par conséquent, puisque d,, = 5.97 % 15.5, on ne peut pas rejeter I’hypothése
Hj selon laquelle la correction est indépendante du correcteur.
4.3 Exercices

Exercice 4.1 Soit X une v.a. et x une réalisation de X. X peut suivre deux
lois dont les densités de probabilité sont:

0 pour x <0
| 1 pour x € [0;1] | 0.5 pour z € [0;0.5]
hilz) = 0 sinon fol) = 1.5 pour x € [0.5;1]
0 pour x > 1

On consideére le test suivant:

Hy : X est distribuée selon la loi 1.
H; : X est distribuée selon la loi 2.

On définit la région de rejet de Ho par {x > 0.5}. Calculer:
1. Le risque de premiére espéce.
2. Le risque de deuxiéme espéce.
3. La puissance du test.

Exercice 4.2 Sur 4000 naissances, on reléve 2065 garons. Tester [’hypothese
selon laquelle la probabilité d’un garon a la naissance est %, avec le sewil 0.05

27
puis 0.01.
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Exercice 4.3 On wveut tester le fait que dans une certaine population, il y a
50% d’hommes et 50% de femmes. On prend un échantillon de 10000 personnes,
et l’on trouwve 48.8% d’hommes. Réaliser ce test en utilisant les intervalles de
confiance.

Exercice 4.4 Aprés correction d’un examen, on a tiré au hasard deux échantillons
de 50 étudiants. Le premier groupe a suivi des séances de TD le matin (am), le
second Uaprés-midi (pm). Les résultats dans chacun des deux groupes sont les
sutvants:
Groupe | Recalés m 52
am 18 12 16.7
pm 8 11.2 4.5

1. Tester l’hypothese selon laquelle le pourcentage de recalés est différent
entre les deux groupes.

2. Tester la différence (ou non différence) des moyennes, au risque 5%.

3. Les conclusion changent-elles si le risque est différent?

Exercice 4.5 La proportion de naissances prématurées est habituellement de
5%. Sur 170 accouchements de femmes de plus de 35 ans, on a observé 16
naissances prématurées. En utilisant deur méthodes différentes, décider si cette
proportion est compatible avec la proportion habituelle, au niveau 1 —a = 0.95.
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4.4 Correction des exercices

Exercice 4.1- Se référer au tableau des types de risques.

1. Le risque de premiéere espece est la probabilité de rejeter Hg sachant que
c’est Hg qui est vraie. Par conséquent, ce risque est donné par

P(rejet de Ho|Hp)
Nous avons défini la région de rejet de Ho par {x > 0.5}. On cherche donc
P(X > 0.5|Hp)

Or, sous 'hypothese Hg, X a la densité fi(z). La probabilité pour que
X > 0.5 est donc:

0.5
P(X>05)=1-P(X <05)=1— dt=1-1t]3°=0.5
0
La probabilité d’une erreur de type I est donc de 0.5.

2. Le risque de deuxiéme espece est la probabilité de ne pas rejeter Hg alors
que lon devrait (i.e. alors que Hy est vraie). Il nous faut donc calculer

P(non rejet de Ho|Hy)

ce qui s’exprime aussi
P(X < 0.5/Hy)

Si on est sous ’hypothese Hy, c’est que la densité de X est donnée par
f2(x). On calcule donc P(X < 0.5) en utilisant fo:

0.5
P(X <0.5) = / 0.5dt = [0.5t]° = 0.25
0

La probabilité d’'une erreur de type II est donc de 0.25.

3. La puissance d’'un test est la probabilité de rejeter Hg alors que H; est
vraie. On doit donc calculer

P(rejet de Ho|H;y)

On est donc sous Hj, et la densité de X est donnée par f. Quelle est alors
la probabilité de rejeter Hy, i.e. la probabilité que X > 0.57 On calcule:

P(X>05)=1—P(X <05)=1-0.25=0.75

Exercice 4.2— Soit pg la proportion théorique de garccons, on définit les hy-
potheéses suivantes:
Ho:m=py =
Hy:m#po=

N[0 =
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Soit p; = % la proportion observée de garcon sur un échantillon de taille
n = 4000.

Sous I’hypothese Hj, le nombre d’individus dans 1’échantillon présentant
le caractére (gargon) devrait étre C; = npg, et le nombre d’individus ne le
présentant pas Cy = n(1 — pg).

Soient O et Oy les nombres de personnes dans ’échantillon présentant et
ne présentant pas le caractere, i.e. les analogues de C; et Cy en utilisant la

proportion observée pj.

Sous Hg (théorie) Observation
Garcon Ci =npg = @ 01 = npy; = 2065
Fille [ Co=n(l—po) =" | Os =n(l—p1) =1935

Statistique du test:

s (01=C1)? (03— Cy)?
XObs = Cl + 02

suit une loi du x? & 1 degré de liberté (d.d.l.).
La réalisation de notre statistique est:

. (2065—2000)2 (1935 — 2000)>
_ — 422
XObs 2000 + 2000

Régle d’acceptation:
On accepte Hy si la probabilité pour cette quantité d’tre supérieure a sa valeur
résultant de I'observation est inférieure au risque choisi, i.e. si

2
X0Obs < €a

ot P(x? > €,) = 1 — a est lu sur I'une des deux tables de la loi du chi-deux
fournies. Autrement dit:

- Si X2Obs > €, alors on rejette Hg et donc on accepte Hj.

~ Six3,, < €q alors on ne rejette pas Hg et donc le test est non significatif.
Réalisation du test:

— Pour o = 0.05, €4, = 3.84: 4.22 > 3.84 alors Hg est rejettée (et donc Hy

est acceptée). Le test est significatif, on peut conclure qu’au niveau de
risque 5%, la proportion de gargons et de filles est différente.

— Pour a =0.01, ¢, = 6.63: 4.22 # 6.63 alors le test est non significatif. On
ne peut donc pas conclure a une différence de proportions.

Exercice 4.3— On va utiliser ’approximation d’une loi binomiale par une loi
normale, que nous rappelons dans I’encadré suivant.

Soit X suivant une loi binomiale de parametres (n,p). Alors si n
est suffisament grand, X ~~ N (np,np(1 — p)).
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— On va réaliser le test suivant:

Hy : La proportion d’hommes dans la population est 7 = 0.5
H, : La proportion d’hommes dans la population est m # 0.5

L’estimation de 7 sur notre échantillon de taille n = 10000 est p; = 0.488.
— IIC 4 95% de 7 (proportion d’hommes) est donné par

1-— 1—
ICo5%(m) = [p1 — 1.96\/])1(7172)1); p1+ 1.96W]

soit
[0.478 ; 0.498]
- po = % & ICy59(m) donc 'hypothese Hg est rejetée et 'hypothese Hy est
acceptée.
— Au risque a = 0.01, py € ICq9%(m) = [0.475 ; 0.501] donc le test est non
significatif.

Exercice 4.4—
1. Ici, il s’agit d'un test de comparaison de proportions observées. On veut

tester
HO P Tam = Tpm

H; : mam # Tpm
Statistique du test:
La statistique de notre test est:

7 — Pam — Ppm — (Tam — Tpm)

VP =P+ )

ou
_ NamPam + NpmPpm

Nam + Npm

Sous I'hypothese Hg, Z suit une loi normale centrée réduite et s’écrit:

Z — Pam — ppm

VP =P + )

MNam
Maintenant, on calcule les proportions observées:

18 8
o = = = 0.36 pym = — = 0.16
p 50 Prm =50

et
NamPam + NpmPpm 1848 .

TNam + Npm 100
on trouve que |z| = 0.2/0.08 = 2.5.
Régles d’acceptation:
— Si |z |> €q, rejet de Hy.

0.26
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— Si |z |< €q, test non significatif.
Réalisation du test:
— Pour le risque o« = 0.05: |z| = 2.5 > 1.96 donc on rejette Hy.

— Pour le risque o = 0.01: |z| = 2.5 # 2.57 donc on ne rejette pas Hy,
le test est non significatif.

. Ici, il s’agit d’un test de comparaison de moyennes observées:

Hp : Ham = Hpm
Hl * Ham 7é Hpm

Statistique du test

Z = a2 a2
51 + 52
ni n2
Sous Hy (si ny et ng sont grands), on a
7 — Xa'rr;_ Xim
Sl + 32
ni no

alors Z suit une loi Normale centrée réduite.
Régle d’acceptation:
— Si| z |> €, alors on rejette Hg
— Si| z |[< €, alors on ne rejette pas Hp, le test est non significatif.
Réalisation du test:
Calcul de la réalisation z de Z sous Hg:

12 —-11.2

2= —=1.23
4.5 16.7
50 T 50

Donc pour le risque a = 0.05: 1.23 2 1.96. Par conséquent, le test est non
significatif.

. Bien sur. On a déja vu dans la premieére partie que le test conduisait a

rejeter Hg & o = 0.05, alors qu’a o = 0.01 il était non significatif.
Reprenons le deuxieme test. On a vu qu’au niveau o = 0.05, le test est
non significatif. On va chercher dans la table de la loi normale la premiere
valeur permettant de rejeter Hg. Pour cela, il faut que le z que nous avons
calculé, 1.23, soit supérieur ou égal a ea (puisqu’on est en train de lire |2],
on utilise donc encore la symétrie de la loi normale).

La lecture de la table de la page 300 de Statistiques descriptives et décisionnelles,

a la ligne 1.2 et la colonne 0.03 donne 0.89065. Si I'on lit I’autre table, on
cherche la premiere valeur supérieure a 1.23, soit 1.2319 dans la ligne 0.89,
colonne 0.001 (table lue dans le “sens de Q7).

Ainsi, & tout niveau de risque supérieur a (1-0.89)/2=0.065 (approximati-
vement), on va rejeter Hg, et le test sera significatif.
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Exercice 4.5 Dans les deux cas, on veut tester les hypotheses:

Hp : La proportion de naissances prématurées est m = 0.05
H; : La proportion de naissances prématurées est m # 0.05

— On va construire un IF au niveau 95% du nombre d’accouchements prématurés
observés:

0.95 x 0.05 0.95 x 0.05
—F—); 170(0.05 + 1.964 ) ————
170 )i ( + 170 )

IFy59 = [170(0.05 — 1.96
soit [2.93 ; 14.07] ~ [3 ; 14]. Par conséquent, puisque 16 n’appartient pas
a cet intervalle, on doit rejeter Hg.
Au niveau 95%, la proportion de naissances prématurées dans 1’échantillon
considéré n’est pas égal & 5%.

— On va utiliser le test de comparaison d’une moyenne observée a une
moyenne théorique. On construit donc le tableau suivant:

Prématurés | A terme | Total
Observés 16 154 170
Théoriques | 170 x 0.05 =8.5 | 170 x 0.95 = 161.5 170

Maintenant, calculons X2O:

(16 —8.5)2  (161.5 — 154)2

85 161.5 =697

Xo =

Lisons maintenant la valeur de la loi du Chi-deux & v = 1 d.d.1., au niveau
5%. Elle vaut 3.84. Par conséquent, puisque X20 > 3.841, on rejette Hy.
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5. Méthodes non
paramétriques

Dans tout ce qui a précédé, nous avons appliqué des méthodes dites pa-
ramétriques. En effet, nous avons toujours supposé que les processus étudiés
suivaient des lois de probabilité bien définies (binomiales, normales, etc.), dont
nous cherchions & connaitre les parametres. Les seuls composantes inconnues
des distributions de probabilité sous-jacentes a une réalisation sont supposées
étre les valeurs vraies des parametres. Toutefois, ce genre d’hypothese peut tre
contraignant.

Il existe des méthodes qui contournent ce probleme. Ces méthodes sont dites
non paramétriques, puisqu’a la différence des précédentes, elles ne font aucune
hypothese sur les processus sous-jacents.

Les méthodes que nous introduirons ici portent sur la comparaison de deux
échantillons, issus de deux populations dont on cherche a savoir si elles sont ou
non différentes (on parle d’inférence portant sur deuz populations).

5.1 Test de Wilcoxon (observations non couplées)

Soient F' et GG les fonctions de répartition de deux variables indépendantes
X et Y. On considere deux échantillons: X;,...,X, de X et Y1,...)Y,, de Y.
On ne suppose rien a priori sur F' et G. On définit de maniere intuitive le test
suivant:
HO : F'=G.
H; : Les Ysont "plus grandes” en général que les X.

Il nous faut définir une “mesure” de la grandeur relative. On utilisera donc la
notion suivante. On dira que Y est stochastiquement plus grande que X ssi:

VEER, P(Y 2¢§) = P(X 2¢)

Ce qui est équivalent a:

VEER, G(§) = F(§)

On observe une réalisation z1,...,z, de X1,...,X, et une réalisation y1,...,ym
de Y1,....,Y,.
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Statistique du test

On classe les valeurs observées xz1,...,2,,Y1,...,Ym par ordre croissant de
valeurs. Puis on omet les indices, ne retenant que le fait qu’une valeur provient
de la réalisation de X ou de Y. La statistique de Wilcoxon est la somme T' des
rangs occupés par les lettres X.

Exemple — Supposons que l'on ait observé les données suivantes:
— Réalisation de I’échantillon issu du X: 5, 1.2, 6.4, 11.2.
— Réalisation de ’échantillon issu du Y: 8.5, 7.1, 1.5, 11.4, 11.6.
On classe alors les données par ordre croissant, en indiquant dans un premier
temps leur position dans leur réalisations respectives:
W = T2Y3T1X3Y2Y1L4Y4Y5

Ensuite, on réécrit w en “oubliant” les indices:

Ici la réalisation de la statistique de Wilcoxon est donc donnée par la somme
des positions de x dans w, soit t =1+3+4+4+7 = 15.

La loi de T lorsque Hg est vérifiée est obtenue de la fagon suivante:
— Le nombre des épreuves w possibles est

( m:n ) = Cmn = n!(1(nm++nnz!n)! - (WTLLH)!

m+n —

— La probabilité P(T" < t) (ou t est la valeur obtenue sur la réalisation
considérée) est donnée par:

#{cas favorables a T < t}
Cm

n+m

P(T<t)=

Lorsque cela est possible, on dénombrera ces cas favorables. Sinon, on utilisera
Papproximation normale définie par la suite (grands échantillons).

Remarque- Soient n € N et p < n, p € N. On rappelle que la quantité
n!
pl(n —p)!

définit le nombre de combinaisons possibles de p éléments indiférenciés dans n
cases. Cette quantité vérifie notamment les propriétés suivantes:

cr =

- CY=Cn=1.
- Cr=CpP.
Exemple - Dans le cas de I'exemple précédent, on cherche donc toutes les

combinaisons possibles de 4 lettres X et 5 lettres X telles que la somme des
positions de X dans le w résultant soit inférieure ou égale a 15. Par exemple,
w = zzxxyyyyy donne T'=1+ 2 4+ 3 + 4 = 10 qui est un cas favorable.
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Regle de rejet

Le test est de la forme:

Rejet de Hg & P(T <t) < «

Statistique du test, grands échantillons

Lorsque m et n sont grands (en pratique, supérieurs & 8), T est & peu pres
gaussienne, avec:

mn(m+n+1)

et Var(T) = — 1

m(m+n+1)

E(T) = .

Reégle d’acceptation, grands échantillons

On calculera donc

P(N<m(m+2n+l)7mn(m;;n+1)> St>

et on rejetera Hg si cette quantité est inférieure a a.

5.2 Test de Wilcoxon (observations couplées)

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur une méme catégorie
d’épreuves telles que Z =Y — X soit une loi continue. On veut tester:

Hp : Z est une variable aléatoire symétrique (méme loi que — Z).
H, : Z est stochastiquement supérieure a — Z.

Remarque- Ce que 'on cherche donc & savoir, c’est si P(Z) = P(—Z). Si
ce n'est pas le cas (i.e. si la loi de Z est asymétrique), c’est donc (selon les
hypotheses formulées) que P(Z) > P(—Z), ce qui veut dire que P(Y — X) >
P(X -Y),s0it Y > X.

Pour cela, on fait n observations indépendantes (X1,Y7),...,(X,,Y,) du
couple (XY, on range les Z; = Y; — X, par ordre de valeurs absolues crois-
santes, et ’on ne retient que leurs signes. L’épreuve observée est donc une suite
de n signes + ou —, par exemple w = (— — — + — ++ + +).

Soit W la somme des rangs des signes — (ici W =14+2+3+5=11).

Statistique du test, petits échantillons

La statistique de W est déterminée de la fagon suivante

#{cas favorables & W < w}
2n

P(W <w)=



64 CHAPITRE 5. METHODES NON PARAMETRIQUES

Regle de rejet
Le test est de la forme:
Rejet de Hp & P(W <w) <
Lorsque n n’est pas trop grand, la loi de W sous Hg s’obtient en comptant les
cas favorables.
Statistique du test, grands échantillons

Lorsque n est assez grand, W est a peu pres gaussienne, avec:

n(n+1)
4

et Var(W) = n(n+ @0+ 1).

EW) = 24

Regle d’acceptation, grands échantillons

On calculera donc

» <N.(n(n+1) n(n+1)(2n+1)) ; w)

4 24

et on rejetera Hy si cette quantité est inférieure a a.

5.3 Test des signes (observations couplées)

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur une méme catégorie
d’épreuves, telles que P(X =Y) = 0. On veut tester:

Ho: PY>X)=P(X>Y)=1
Hy: P(Y >X)>1

Ce que l'on cherche donc & mettre en évidence, c’est une disymétrie des dis-

tributions de X et Y. Plus précisemment, on veut savoir si on a une certaine
chance que les mesures issues de Y soient plus grandes que celles issues de X.

Conduite du test

Pour réaliser ce test, on fait n observations indépendantes (X1,Y1), ... ,(X,,Y5)
du couple (X,Y), et on note V' le nombre de couples tels que Y; < X;. Le test
est de la forme:

Rejet de Hp < P(V <v) < «

Si Hyg est réalisée, la plus grande valeur possible de P(V < v) est obtenue en
supposant que V obéisse a la loi binomiale B(n; %)

Remarque- On rappelle (tableau 1.4 page 9) que la distribution d’une loi
binomiale B(n,p) est donnée par:

P(X =Fk)=Cpp*(1—p)" "
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Ici, il nous faudra donc calculer

s = 2ay) ()
- e (3)
(3) ze

Seulement, on ne peut pas raisonnablement aller plus loin. Lorsque v n’est pas
trop grand, on pourra faire la somme (assez rapide en faisant des simplifications).
Sinon on utilisera donc la table fournie (Table I. Test des signes), qui donne une
information sur la valeur maximale de v (pour un n donné) pouvant conduire &
un rejet de Hp.

Remarque— Le test des signes rend compte de la remarque intuitive suivante:
supposons que I’on mesure une caractéristique sur des données appariées (couplées),
mais dans des laboratoires différents. Alors les appareils utilisés pour faire les
mesures peuvent étre étalonnés différemment, et la seule information vraiment
significative est le signe de la différence entre un couple de mesures.

5.4 Cas des ex-aequo

Nous ne traiterons pas ici ces cas, plus compliqués. Les hypotheses généralement
faites sont que la présence d’ex-aequo signifie 'imprécision des appareils de me-
sure (les lois étant supposées continues, on ne devrait pas avoir de valeurs égales
dans un échantillon). On résoud ces indéterminations en conduisant deux fois
les tests. On juge alors le test impossible si les deux tests conduisent a deux
décisions différentes.

5.5 Exercices

Exercice 5.1 On tente un traitement médical sur certaines personnes du mme
ge atteintes d’une grave maladie cardiaque. On note les durées pendant lesquelles
ces personmes ont encore vécu ainsi que les durées de vie d’autres malades du
mme ge non traités. On a relevé les résultats suivants:

Traités | 1.2 | 6.3 | 6.5 | 7.8 | 11.2| 15.6
Non traités | 0.4 | 3.5 | 4.8 | 6.7
Tester ’hypothése selon laquelle le traitement ne prolonge pas la durée de vie
d’un malade (seuil 0.05).

Exercice 5.2 Deuz échantillons indépendants de taille 20 de deuz v.a. X etY
ont conduit aux résultats suivants:
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X: 147, 193, 238, 22, 252, 143, 178, 209, 259, 263, 226, 179, 253, 262, 181,
169, 210, 233, 248, 194.

Y 240, 254, 192, 157, 168, 170, 207, 222, 201, 215, 217, 243, 172, 183,
197, 241, 182, 163, 173, 167.

Avec le seuil 5%, tester avec le test de Wilcoxon l'hypothése selon laquelle
X etY ont méme loi.

Exercice 5.3 On considere l’hypothése selon laquelle la densité de I’écorce d’un
chéne liege est la méme sur le coté nord et sur le coté sud d’un arbre. Pour cela
on découpe des cubes de liege de méme dimensions sur chaque coté nord et
chaque coté sud de 20 arbres. Les poids observés sont les suivants:

Arbre | Nord | Sud || Arbre | Nord | Sud
68.3 | 72.5 11 32.2 | 31.9
60.1 | 56.0 12 63.3 | 58.1
52.2 | 55.8 18 54.2 | 52.7
41.7 | 39.2 14 47.0 | 46.2
32.0 | 31.4 15 91.9 | 90.2
30.9 | 35.5 16 56.1 | 55.4
39.8 | 89.2 17 79.6 | 75.1
42.0 | 41.1| 18 | 81.2 | 86.6
37.7 | 43.3 19 78.4 | 75.3
38.5 | 31.7 20 46.6 | 43.8

S © %NS G W~

Au seuil o = 0.05,
1. Appliquer le test des signes.
2. Appliquer le test de Wilcoxon.
8. Pourquoi les résultats sont-ils différents?
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5.6 Correction des exercices

Exercice 5.1- Il faut ici faire un test de Wilcoxon. Comme le nombre de
données n’est pas égal pour les traités et les non traités, on utilisera un test
pour des données non couplées. Soit X la durée de vie qui reste & un malade
non traité, Y la durée de vie restant a un malade traité. On veut donc tester les
hypotheses suivantes:

Ho: X=Y
H; : Y est stochastiquement supérieure a X

Ainsi, on espere faire apparaitre une différence (positive) pour les sujets traités.
On rappelle que c’est la formulation “naturelle” d’un test d’hypothese: Hg cor-
respond & une position “conservatrice” ou “prudente”. Ainsi ici on formule Hg
en supposant que le traitement n’apporte rien, l'objectif étant d’éventuellement
infirmer cette hypothese.

On classe les durées de vie dans l'ordre croissant, et ’on remplace les valeurs
numériques par X ou Y selon la classe a laquelle appartient le sujet. On obtient
donc:

w=XYXXYXYYY

La somme des rangs des X est donc:
T=14+3+4+7=15.

On a m = 4 et n = 6. Pour procéder a un test de Wilcoxon, il nous faut donc
maintenant:

— Compter le nombre d’épreuves favorables a T' < 15.

— Etablir le nombre total d’épreuves possibles.
Pour commencer, comptons donc le nombre de cas possibles avec m = 4 et
tels que T < 15. Elles sont (1,2,3,4), (1,2,3,5), (1,2,3,6), (1,2,3,7), (1,2,3,8),
(1,2,3,9), (1,2,4,5), (1,2,4,6), (1,2,4,7), (1,2,4,8), (1,2,5,6), (1,2,5,7), (1,3,4,5),
(1,3,4,6), (1,3,4,7) [qui correspond & l’epreuve observée], (1,3,5,6), (2,3,4,5) et
(2,3,4,6), soit 16 cas possibles.

Le nombre total d’épreuves possibles est donné quant a lui par le nombre
total de faons de placer 4 lettres X dans 10 cases, soit Cf, = 210.

Dans le cas o Hg est vérifiée, on a donc

18
P(T <15) = 510 = 0.086

On accepte donc Hyg a tout seuil inférieur a 0.086 (en particulier pour o = 0.05),
tandis qu’on le refuse pour tout seuil supérieur a 0.086.

On ne peut donc pas rejeter ’hypotheése que le traitement ne prolonge pas
la vie d’un malade.

Exercice 5.2— On classe les 40 résultats par valeurs croissantes, et on ne tient
compte que des lettres X et Y.



68 CHAPITRE 5. METHODES NON PARAMETRIQUES

On obtient donc le résultat suivant:

w= XXYYYYXYYYXXXYYYXXYYY
XXYYYXXXXYYYXXXYXXX

La somme des rangs de X est T' =142+ 7+ ...+ 39 + 40 = 462. On fait

une approximation gaussienne. Si Hg est réalisée, T est une v.a. gaussienne

d’espérance % = 410. La probabilité de trouver une valeur de T aussi petite

est donc supérieure a %, et on accepte Hg.

Exercice 5.3—- On va noter X le poids d’un cube extrait co6té sud, Y le poids
d’un cube extrait coté nord. Notons Z =Y — X.
1. Test des signes: on va tester les hypoteses

Ho: PY >X)=P(X>Y)=1
Hi: P(Y>X)>1

Z prend 5 fois une valeur négative. Si Hg est réalisée, le nombre de fois V'
ou Z est négative obéit a une 8(20,%). Ici, le calcul n’est pas trop ardu:

1 20 5 )
P(V<5) = <2> > ciy
=0

1
= (Ogo + Cgo + Cy + C3y + Cap + 0250)

1048576
B 1 - 20! N 20! N 20!
~ 1048576 1120 — 1)! * 2!(20 —2)! " 3!(20 — 3)!
N 20! N 20!
41(20 — 4)! " 5!1(20 — 5)!
B 1 1+2—0!+ 20!+201+20!+201
© 1048576 19! 2118! 31170 4116! © 5!15!
B 1 1+20+20x19+20x19x18
T 1048576 2 3 x 2

20><19><18><17+20><19><18><17><16
4x3x2 H5x4x3x%x2

1
e (14204 (10 x 19) 4 (10 x 19 x 6)

+(5><19><3><17)+(19><3><17><16))

1
= (14204190 + 1140 + 4845 + 1 4)
1048576( 420 + 190 + 1140 + 4845 + 1550

21700

1048576
~ 0.0207
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On a donc P(V < 4) ~ 0.02. Cette valeur étant inférieure a 0.05, le test
des signes conduit a rejeter Hg.
Si Pon avait utilisé la table du test des signes, on aurait lu a la ligne
n = 20 et dans la colonne o = 0.05 la valeur £ = 5. Ainsi, on aurait aussi
pu conclure au rejet de Hyg.
Ainsi, on rejette 'hypothese selon laquelle les densités d’ecorce sont égales
des deux cotés. On a donc plus de chances de trouver de l’ecorce plus
epaisse du c6té Nord que du coté Sud.

2. Test de Wilcoxon: on va tester les hypoteses

Hp : Z est une v.a. symétrique.
H; : Z n’est pas une v.a. symétrique.

On va reprendre le tableau des valeurs et indiquer pour chaque couple, au
lieu du numéro de I'arbre (qui ne sert pas dans le test de Wilcoxon), la
valeur de la différence Y — X, soit Nord-Sud:

Nord | Sud | Y — X || Nord | Sud | Y — X
68.3 | 72.5 -4.2 || 32.2 | 31.9 0.3
60.1 | 56.0 4.1 63.3 | 58.1 5.2
52.2 | 55.8 -3.6 | 54.2 | 52.7 1.5
41.7 | 39.2 2.5 || 47.0 | 46.2 0.8
32.0 | 31.4 0.6 || 91.9 | 90.2 1.7
30.9 | 35.5 -4.6 | 56.1 | 55.4 0.7
39.3 | 39.2 0.1 | 79.6 | 75.1 4.5
42.0 | 41.1 0.9 || 81.2 | 86.6 -5.4
37.7 | 43.3 -5.6 || 784 | 75.3 3.1
33.5 | 31.7 1.8 || 46.6 | 43.8 2.8

Rangées dans I'ordre des valeurs absolues croissantes, les valeurs observées
de Z sont: 0.1, 0.3, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.5, 1.7, 1.8, 2.5, 2.8, 3.1, -3.6, 4.1,
-4.2,4.5,-4.6, 5.2, -5.4 et -5.6.

On ne retient que les signes, 'épreuve observée est donc
w=(++++++++++++ -+ —+—+-——)

La somme des rangs des signes - est donc ici 13+154+174+19+20=84. On
doit donc maintenant calculer P(W < 84 sous ’hypothese Hg. Toute-
fois, le décompte des cas favorables est ici fastidieux. On va donc utiliser
I’approximation gaussienne. Dans le cours, on a indiqué que

nn+1) n(n+1)(2n+1)

W N(=—— 24

Donc on considére donc W comme une v.a. gaussienne, d’espérance 720221 =

105 et de variance % = T17.5.

On a alors
W — 105 < 84 — 105

V7175 T VT17.5

P(W < 84) = P( )
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que ’on recherche sur la table de la loi normale centrée réduite (table de
la page 300 de Statistiques descriptives et décisionnelles, en utilisant la
note de bas de page): ®(—0.78) =1 — ®(0.78) = 1 — 0.7823 = 0.2177.
Puisque cette valeur est supérieure & a = 0.05, le test de Wilcoxon ne
conduit pas a rejeter Hyp.

D’apres le test de Wilcoxon, on ne peut pas rejeter 'hypothese que la
densité de I’écorce varie selon le c6té (Nord ou Sud) de arbre.

. Le nombre de signes - étant faible, le test des longueurs conduit a rejeter

Hy, mais le test de Wilcoxon tient compte du fait que ces signes - ont des
rangs élevés, et conduit a penser que la valeur faible de V' provient en fait
du seul hasard.
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6. Une étude détaillée

Dans les chapitres précédents, nous avons donné les bases nécessaires a la
compréhension des statistiques. Bien entendu, ceci ne reste qu’'un minuscule
appercu d’'un domaine tres vaste. Citons rapidement certains problémes proches,
que nous aurions pu également développer: I'estimation et les tests par maximum
de vraisemblance; la régression; ’analyse de la variance; la théorie de tests de
Neymann-Pearson, etc.

Ici, plutét que d’étudier I'un de ces aspects, nous donnerons un exemple,
en faisant le lien entre les diverses notions que nous avons introduites. Nous en
profiterons pour donner quelques dernieres notions, a mesure que leur utilisation
paraitra utile.

Dans cet exemple, nous allons nous intéresser a deux populations cellulaires,
représentant en fait deux “états” différents de la méme population. Il s’agit de
travaux menés au laboratoire Analyse d’Images en Pathologie Cellulaire de I’'Ho-
pital Saint Louis, a Paris, par S. Portet et J. Vassy. Les données (treés partielles)
présentées ici le sont avec leur autorisation.

6.1 Préalables

Le cytosquelette

Le cytosquelette est un réseau protéique constituant le “squelette” de la
cellule. Il est constitué d’un enchevetrement de filaments de plusieurs types,
organisés en réseaux qui peuvent s’interconnecter. Chaque type de filament in-
tervient dans le fonctionnement cellulaire. Les filaments (cytokeratine) qui nous
intéressent ici, sont supposés préserver l'integrité cellulaire et participer a la
transduction des signaux mécaniques extracellulaires par des variations archi-
tecturales.

Hypotheése biologique

Le cytosquelette transmet au noyau les informations mécaniques relatives
aux conditions extracellulaires, en se réorganisant, en modifiant son architecture.
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Fia. 6.1 — Sous-images sur lesquelles sont estimés les paramétres. Image du
haut: cellule sous une gravité de 1g. Image du bas: cellule sous micro-gravité

(1g).

F1a. 6.2 — Cellule sous une gravité de 1g.

Protocole expérimental

Afin de tester 'hypothese, les cellules (issues de la méme culture) ont été
divisées en plusieurs groupes. Certains de ces groupes ont été fixés au sol (1g par
la suite). D’autres ont été centrifugés. Enfin, plusieurs groupes ont pris place
a bord d’une mission spatiale non habitée, et ont été fixés tout au long d’un
séjour en orbite de 3 semaines (ug par la suite, avec différents instants).

Imagerie

De retour sur terre, les différentes cultures ont été photographiées grace a
un microscope confocal, réglé sur une magnification unique (les sous-images
présentées représentent 83um?) afin d’obtenir des images comparables. Diverses
caractéristiques ont été extraites de ces images, de facon a se livrer a une analyse
statistique.

Deux des six images sur lesquelles nous conduirons notre analyse sont présentées
page 72. Il s’agit d’images extraites des deux photos de la page 72: cellules ou
les filaments de cytokératine ont été marqués. Bien que prises sous un grossis-
sement exactement identique, on remarque que la photo 6.1 (ug) ne contient
qu'une seule cellule, alors que la photo 6.1 (1g) en contient plusieurs. Ceci est
di a I'étalement de la cellule sous ug.

6.2 Parametres considérés

Au total, 4 parametres ont été calculés pour chacune des images. Les va-
leurs sont obtenues par utilisation de méthodes d’analyse d’images. Nous n’en
considererons ici que trois:

F1G. 6.3 — Cellule sous micro-gravité (ug).
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Périmetre

Sa valeur s’obtient en comptant le nombre de pixels formant le tour d’une
région. Par conséquent, la valeur est entiere.

Aire

La valeur de 'aire d’une région s’obtient en comptant le nombre de pixels la
composant. Comme le périmetre, puisque ’on compte un nombre de pixels, la
valeur de I’aire est entiere.

Compacité

L’indice de compacité d’une région R; est obtenu en utilisant la formule
suivante:
4T A;
Ci = —5
P

Cet indice décrit I'aplatissement d’une région:

— S’il est proche de 0, on a affaire & une région tres applatie ou découpée.
En effet, considérons le cas d’une ellipse d’axe semimineur a et d’axe se-
mimajeur b. Elle est d’aire mab et de circonférence ~ m/2(a? + b2). Par
conséquent, son coefficient de compacité vaut

4m(wab)
272 (a? + b?)
2ab

C;

~

Maintenant, si l'on fait tendre a vers 0 et b vers +o0o0, on se rapproche
d’une droite (ellipse devient de plus en plus aplatie et longue). Et on a

— S’il est proche de 1, la région est de forme sphérique. En effet, dans le cas
extréme d'un disque, on a C; = 4r(mr?)/(27r)? = 1.

6.3 Les données

Nous disposons des valeurs prises par les parametres dans trois paires (sol
et microgravité) de sous-images. Les parametres étant relatifs a des régions des
sous-images, leur nombre est égal au sein de chacune de ces dernieres. Ainsi par
exemple, dans la sous-image 1 de micro-gravité, il y a 16 valeurs de périmetre,
d’aire et de compacité. Le nombre de parametres estimés sur chacune des sous-
images est résumé dans le tableau suivant, ol la notion de paire est arbitraire
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(puisqu’il ne s’agit pas de données appariées).

Paire | # parametres, sol | # parametres, microgravité
1 17 16
2 19 12
3 18 17

Total 54 45

Nous ne présenterons ici que I'un des jeux de données sur les trois que nous
étudierons au total.

Périmetre, cellule au sol

48 74 55 8 71 121 92 101 94 107
66 102 60 T4 58 56 42

Périmetre, cellule en vol

51 52 133 53 166 377 59 70 123 109
92 133 112 128 67 &0

Aire, cellule au sol

83 259 136 283 187 521 333 389 362 495
203 371 129 246 143 135 88

Aire, cellule en vol

142 101 715 131 937 2542 132 185 485 374
267 578 48 673 147 320

Compacité, cellule au sol

0.4527 0.5944 0.5650 0.4592 0.4662 0.4472 0.4944 0.4792
0.5148 0.5433 0.5856 0.4481 0.4503 0.5645 0.5342 0.5410
0.6269

Compacité, cellule en vol

0.6861 0.4694 0.5079 0.6283 0.5860 0.4273 0.2248 0.4765
0.4744 0.4028 0.3956 0.3964 0.4106 0.4869 0.5162 0.4115

6.4 Description des données

Dans cette premiere étape, on cherche a se familiariser avec les données. On
les étudie donc sous le regard des statistiques descriptives.
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P - Sol
T

12

F1G. 6.4 — Histogrammes du périmétre des zones du réseau filamenteuz.

Histogrammes et fréquences cumulées

La premiere idée qui vient est de représenter les données sous forme d’his-
togrammes. Nous allons seulement représenter les données agrégées. Ces histo-
grammes sont représentés dans les figures 6.4 et suivantes.

Parametre Sol Microgravité

Périmetre | P =173.2778 | P =110.4222
s% = 489.3365 | s% = 5956.7

=~

Aire A =232.3889 | A=535.5556
5% = 16580 5% = 456570

Compacité | C = 0.5192 C =04771
s2 = 0.0055 | s2=0.0119

La kurtosis

Le degré d’aplatissement (ou kurtosis en anglais, souvent aussi employé en
francais) est une mesure de la dispersion des données. Il est définie, pour une
distribution donnée, par
Bz —p)®

k= 4

o
La kurtosis d’une distribution normale est 3. Les valeurs supérieures a 3 in-
diquent donc un étalement plus grand des valeurs, tandis que les valeurs inférieures
a 3 indiquent un resserrement des valeurs.
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A - Sol A-pg
12 T T 30 T T
10 4 25 H 4
81 20 H 4
6] 15 H 4
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F1a. 6.5 — Histogrammes de [’aire des zones du réseau filamenteuz.

12 T T T T

10 1

F1G. 6.6 — Histogrammes de l'indice de compacité des zones du réseau filamen-
teuz.
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Les valeurs calculées de la kurtosis pour nos données (en remplagant i et o
par leurs estimateurs X et s;) sont:

Parametre ‘ Sol ‘ Microgravité

Périmetre | 2.1808 6.2689
Aire 2.7945 6.8386

Compacité | 2.6023 2.8429

Skewness

Le degré de dissymétrie (skewness en anglais) est une mesure de la dis-
symétrie d’un échantillon. Il est défini par

Bz —p)®

y= o3

Si il est négatif, cela signifie que les données sont plus distribuées a gauche de
la moyenne empirique de ’échantillon, tandis qu’une valeur positive indique un
épanchement a droite. Le degré de dissymétrie d’une distribution symétrique
vaut 0.

Les valeurs calculées du degré de dissymétrie pour nos données sont:

Parametre ‘ Sol ‘ Microgravité

Périmetre | 0.5364 1.9037
Aire 0.8966 2.1973

Compacité | -0.0330 -0.1702

6.5 Un test de Wilcoxon

Soit C I'un des caracteres (parametres) considérés. Dans la suite, on notera
indifféremment Cp ou P le périmetre, C4 ou A laire, et Cc ou C la compacité.
Si lon veut savoir si C differe entre deux images (réalisations), il va nous falloir
utiliser des tests pour des observations non couplées, puisque les réalisations sont
de tailles différentes pour chacune des images. Méme si les observations étaient
de méme taille au sol et en vol, nous n’utiliserions pas de test pour observations
couplées: il ne s’agit pas en effet d’observations du méme individu dans deux
situations différentes.

6.5.1 Sur un jeu de données

Nous allons commencer par étudier le jeu de données 1. Soit X la v.a. “valeur
du caractere C dans les données au sol”, Y la v.a. “valeur du caractere C dans
les données en vol”.

On va tester les hypotheses

Ho: Y =X
H; : Y est stochastiquement supérieure a X
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Périmetre

On classe les éléments des deux réalisations dans l'ordre des valeurs crois-
santes, et on retient seulement le fait qu’un valeur provient de X ou de Y. On
obtient:

TTYYYTTTYTTYYTTTYTTYTTLTYYTYYYYYY

La somme des rangs de x est 244. On fait 'approximation normale: la statistique

de Wilcoxon T suit une

m(m+n+1) mn(m—i—n—i—l))
2 ’ 12

Ici, n = 17 et m = 16. Donc on va chercher la probabilité qu'une N (272,770.67)

soit inférieure a 244.

N(

N(272,770.67) — 280 _ 244 — 272
V770.67 V770.67

= P(N(0,1) < —1.009)

~ ®(—1.01)

P(N(272,770.67) < 244) = P( )

On cherche sur la table, ou I'on trouve que ®(1.01) = 0.84375, soit ®(—1.01) =
1 —0.84375 = 0.15625 ~ 0.16. Par conséquent, puisque P(T < 265) ~ 0.16 £
0.05, on ne peut pas rejeter I'hypothese Hg selon laquelle les deux lois sont
équivalentes.

Aire

On conduit le méme raisonnement sur les données de ’aire. On obtient la
réalisation

TTYTYYTTYTYYLLTTYTYTTTYTYYLTYYYYY

ou la somme des rangs de x vaut 250. L’approximation normale est la méme
que dans le test sur le périmetre. Adaptée aux valeurs de cette réalisation, on
obtient finalement que

P(T <250) ~ 1 —0.78524 = 0.21476

Par conséquent, on ne peut pas ici non plus rejeter ’hypothese nulle Hg selon
laquelle les aires sont de méme loi.

Compacité

Au vu des sous-images, on a I'impression que le réseau cytosqueletique est
plus “désorganisé” pour une cellule en microgravité que pour une cellule au sol.
Ainsi, on s’attend a ce que I'indice de compacité soit plus élevé au sol qu’en vol.

Deux fagons de procéder sont possibles: on inverse 'hypothese alternative,
ou bien on échange le role de X et de Y. Nous allons procéder de cette deuxieme
maniére. Ainsi, X sera ici la v.a. compacité en vol, et Y la v.a. compacité au
sol. Le test est alors le méme que dans les cas précédents.
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On trouve alors (en se rappelant qu’ici z représente une donnée en vol):

LEXLLXTYYYYYYTXTYTYTYLYYYYyyryyrr

dans lequel la somme des rangs de = vaut 227.
On an =16 et m = 17, on fait I’approximation normale, et I’on trouve

P(T <227) ~1— ®(2.23) = 1 — 0.98713 = 0.01287

Par conséquent, puisque 0.01287 < 0.05, on rejette I'hypothese Hg. Le test est
donc significatif (et le sera a tout risque supérieur & 1.2%). Le parametre de
compacité (pour la sous-image sol 1 et la sous-image ug 1) de la cellule au sol
est supérieur au parametre de compacité pour la cellule en vol.

6.5.2 Tests deux a deux

Pour étre complet, il nous faut tester les relations 2 a 2 entre les réalisations
au sol et en vol. Les résultats de ce calcul (fastidieux, 9 tests sur chacun des
parametres) sont résumés dans les tableaux qui suivent. Dans ces tableaux, les
images sont notées I; (ou ¢ = 1,2,3), et les cases contiennent la probabilité que
la statistique de Wilcoxon soit inférieure a la somme des rangs de x trouvés. Si
cette probabilité est & méme de conduire au rejet de Hg au niveau de risque
a = 0.05, elle est notée en caracteres gras.

Périmetre
Hng
1 I I3
I [P(T<244) =016 | P(T < 239) = 0.99 | P(T <277) = 0.24
ST, | P(T <266) =0.23 | P(T < 260) = 0.99 | P(T < 306) = 0.3
I; | P(T<268) =038 | P(T <262)=0.99 | P(T <301) =0.43
Aire
Hng
Il IZ I3
I [P(T<250) =021 | P(T <234) =0.99 | P(T < 290) =04
ST, [ P(T <277) =036 | P(T <260)=0.99 | P(T < 325) = 0.63
T; | P(T <266) = 0.31 | P(T <250) =0.99 | P(T <306) =05
Compacité

Ici, X correspond aux cellules en vol et Y aux cellules au sol. La significativité
d’un test indique donc qu’on peut conclure que la compacité du réseau au sol
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est supérieure a celle du réseau en vol.
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Kg
I I I3
w | P(T<227)=0.012 | P(T <177)=210"* | P(T < 255) = 0.072
ol L [ P(T<208)=810°% | P(T<167)=110°% | P(T<231)=7.10""°
I; | P(T<257)=0.022 | P(T<197)=3.10"%] P(T <301)=0.22

6.5.3 Données agrégées

Pour terminer avec les tests de Wilcoxon, nous procédons a l'agrégation de
données. On a donc 54 valeurs des parametres au sol, et 45 valeurs en micro-
gravité. On fait le test de Wilcoxon sur ces valeurs, et on trouve:

Périmetre P(T < 2369) = 0.79.

Aire P(T < 2400) = 0.85.

Compacité P(T < 1952) = 1.10".

Ainsi, sur les données agrégées, les tests sur le périmetre et l'aire sont non
significatifs, alors que le test sur la compacité est significatif (conduit au rejet
de Hg)

6.5.4 Interprétation de ce test

Il n’est pas possible de mettre en évidence une différence significative entre
les tailles (périmetres et aires) des zones visibles sur les sous-images. Toute-
fois, lorque I'on calcule I'indice de compacité de ces mémes zones, il apparait
nettement une différence. Ainsi, le test de Wilcoxon sur les données agrégées
conduit-il au rejet de ’hypotheése nulle (d’égalité des lois) au niveau de risque
de 1.1077, soit 1.107°%)

Remarque— Cela montre que les apparences de différences peuvent étre trom-
peuses. Si l'on se réfere au tableau présentant les moyennes et variances, on
pourrait a premiere vue conclure a une différence du périmetre et de aire et
a une similitude de la compacité. Ces tests viennent de nous montrer que c’est
I'inverse qui se produit. Cela s’explique par la tres forte variance des parametres
périmetre et aire et la faible variance du parametre compacité.

6.6 Quelques considérations paramétriques

6.6.1 Intervalles de confiance pour la moyenne

Dans le cas des données sous-image par sous-image, nous ne pourrons rien
dire sur la moyenne, car la taille de I’échantillon est toujours inférieure a 30. Par
contre, pour les données agrégées, nous pouvons, d’apres la Table 3.2, construire

un IC de p en utilisant une A'(z,%). Les valeurs de la moyenne et de la variance
empiriques ont été calculées dans la section 6.4.
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Rappelons que ’'IC au niveau 1 — « de la moyenne p est donné par:

S1 = S1
— €q % DT+ €eq %}
ou la valeur ¢, est lue sur la table de la loi normale centrée réduite, en cherchant
la valeur telle que P(NV(0,1) > e,) =1 — §.
On obtient donc les intervalles de confiance suivants pour la moyenne y, au
niveau de risque a = 0.05:

IC, = [z

Parametre ‘ Sol ‘ Microgravité

Périmetre [67.38; 79.18] [87.87; 132.97]
Aire [198.04; 266.73] | [338.13; 732.98]

Compacité [0.50; 0.54] [0.44; 0.51]

6.6.2 Interprétation en terme de tests

On peut interpréter ce tableau de la fagon suivante: au risque 5%, les seuls
intervalles de confiance ayant une intersection non vide sont ceux relatifs a
la compacité. Ainsi, si 'on procede & des tests (paramétriques) d’hypothese
on rejettera, au niveau de risque 5%, 'hypothese de méme moyenne pour le
périmetre et Daire, et le test ne sera pas significatif pour la compacité.

Ce résultat est tout a fait normal: la comparaison a laquelle on vient de
se livrer suppose que les lois des deux échantillons que I'on compare sont les
mémes. Mais, en ’absence de vérifications plus completes, rien ne prouve que
tel est le cas.
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Fia. 6.7 — Fonction de répartition d’une loi de Fisher.

6.7 Conclusion

On ne peut pas vraiment conclure, sinon sur le fait que la distribution des
indices de compacité est différentes entre le sol et la microgravité. Pourtant, le
nombre de données semble satisfaisant. En fait, cela n’est pas vrai. Au regard
des histogrammes, on constate la présence de “trous”. Puis la kurtosis donne
une piste: des valeurs aussi élevées que le sont celles du périmetre et de ’aire en
microgravité indiquent la présence probable de données aberrantes (outliers en
anglais). Ces valeurs peuvent traduire plusieurs situations:

— Il y a des erreurs de mesure importantes.

— On ne dispose pas d’assez de données, et la loi sous-jacente est par conséquent
mal appréhendée.

— On est en présence d'un mélange de lois. Les données sont en fait issues
de plusieurs lois sous jacentes.

Ici, il est évident que tout au moins dans le cas de la microgravité, il faudrait
disposer de plus de valeurs du périmetre et de I'aire pour trancher ce probleme.
Par exemple, dans le cas du périmetre, on se dit qu’il se pourrait bien que les
valeurs soient distribuées selon une loi de Fisher, dont la fonction de répartition
a aspect présenté figure 6.7. Il existe des tests capables de répondre a cette
question. Mais la présence des “trous” dans les données ne permettra pas pour
autant de trancher entre ’hypotheése d’un échantillon issu d’une telle loi, et
I’hypothese de valeurs aberrantes dues par exemple & une mauvaise mesure.

De maniere plus générale, cet exemple présente indirectement certains des
travers qui apparaissent parfois dans la pratique des statistiques. Nous avons
obtenu une conclusion positive (pour la différence) en utilisant une méthode non
paramétrique, et une conclusion apparament inverse en utilisant une méthode
paramétrique. L’honneteté voudrait que l'on présente ces deux résultats. La
rigueur voudrait elle que 1'on cherche les causes de ces apparentes différences.



6.7. CONCLUSION 83

Mais bien souvent ce n’est pas le cas, et le seul résultat présenté est celui qui
va dans le sens de ce que 'on cherchait a montrer. Pourtant, les statistiques
permettent de justifier de fagon rigoureuse ces contradictions apparentes, pour
peu que 'on se donne la peine d’y consacrer un peu de reflexion.



