Cours de statistiques d’'lUT

Chapitre 1 LES STATISTIQUES DESCRIPTIVES

A. Statistigues a une variable

1. Vocabulaire de la statistigue

Un ensemble d’objets ou de personnes d’une étude statistique estpappéadion. Un élément
de cette population est appaidividu .

L’étude statistique porte sur un caractéere. Si le caractégaastitatif , les mesures sont alors
les valeurs d’'ungariable statistique (ex : un age, une taille...). Sile caractéregastitatif, on
est obligé de le quantifier (ex : sexe...).

La variable est ditdiscrete si elle ne prend que des valeurs isolées (ex : entieres). Elle est
continue si elle peut prendre toutes la valeurs d’un intervalle X :

L’ effectif d’'une population est le nombre d’individus total de cette populatioméfaenced’un
caractere est le nombre d'individus possédant ce caractere divisé par l'effectif total de la
population.

2. Les variables discrétes

a) Représentation

On représente les variables aléatoires discretes sous forme d’histogramme ou de camembert grace
aux différentes fréquences

b) Caractéristiques

(1) La moyenne

Soit n valeurs distinctes ou non de la variable. Si cette variable prend p valeurs distingtes (p
X1,...,% , d’effectifs respectifsin..n, alors la moyenne est donnée par :

p
X=) nx
i=1

(2) Propriété
si pour tout i, on peut opérer un changement de variable affine du typeXx+ b
alorsx=aX + b.

(3) La variance
; 1 2
Elle est donnée par la formule V:= P Z ni(x, —X)".

(4) L'écart-type
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Il est donné par la formulea = \/\_/

(5) Propriétés
. . 12p 2 _,
La formule suivante est plus pratique pour le calcul de V‘.r-]\z nX, —X

De plus si pour tout i, aX + b alors \ = &V eto, = aox.

3. Les variables continues

a) Représentation

Pour leur représentation, on regroupe en général dans des classes adjacentes d’amplitudes pas
forcément égales. Ceci est représenté dans le tableau ci-dessous :

classes [X; Xq[ [Xe; Xo [ | oeiiiiiiii [Xp1; Xp)
centre des classgs 1 X X2 %o
effectifs n 13 n
fréquences n n/n n/n

La représentation s’effectue alors grace a un histogramme dont les rectangles sont de largeur
'amplitude de la classe et ddidire est proportionnelle a I'effectif.

b) Caractéristiques
Pour calculer moyenne et écart-type, on prend les formules connues ayeemdes des classes
X, + X,

2

c'est a direx; =

B. Statistiques a deux variables

1. Tableau de données. Nuage de points.

On observe que dans certains cas, il semble exister un lien entre 2 caracteres d’'une population (ex
. entre poids et taille, entre I'épaisseur d’'un mur et sa résistance thermique...).

On définit alors une série statistique @aZiables x et y, prenant des valeurs X.,x, et \,...,Vn.

a) Tableau de données.
Le nom est explicite. On représente les differentes valeurs de x et y dans un tableau a deux entrées.

X en mm 2 4 6 8 10 12 15 20

yenni.°C| 0,83 1,34 1,63 2,29 2,44 2,93 4,06 4,48

b) Nuage de points

Le plan P étant muni d’'un repesethogonal, on peut associer au couple;(x) de la série
statistique double, le point;Me coordonnées &t y. L’ensemble des pointsiMbtenus constitue
le nuage de points représentant la série statistique.
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Résistance thermique d'un mur en
fonction de son épaisseur
4,5 *
4 + L 2
35 T
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0 f f :
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c¢) Point moyen
On appelle point moyen d’'un nuage de n pointsidcoordonnéesi(xy,), le point G de

_oo1g
X=X gxi
coordonnées .
_o-1
Yo=Y =12
i=1

C. Ajustement affine

1. Méthode graphique

a) Ajustement a la régle

On trace au jugé une droite D passant par plus pres possible des points du nuage de points, en
s’efforcant d’équilibrer le nombre de points situés au dessus et au dessous de la droite D.
L’équation de D est alors de la forme y = ax + b. Pour retrouver cette équation, il suffit alors de
connaitre 2 points de D.

b) Ajustement affine par la méthode de Mayer

On partage le nuage de points en deux nuages de points de nombres équivalents. On calcule alors
le point moyen de chague nuage qu’on appellet&;. La droite (GG,) est la droite de Mayer.
Elle passe de plus par le point G. C’est une bonne approximation, si le nuage de points est allongé.

Ex:2<x <8 et 1% x, < 20alors on obtient y = 0,21x + 0,47.
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2. Ajustement affine par la méthode des moindres carrés

a) La droite de régression

Soit D une droite d’ajustement. Soit(k ; y;) un point du nuage.; Bst le point de méme abscisse
Xi que M situé sur la droite D d’équation y = ax + bh.e3t le point de méme ordonnéeye M
situé sur la droite D’ d’équation x = a’x + b’

On appelledroite de régression de y en,¥a droite D tell que :z M iFi>2 = Z[yi —(ax + b)]2
i=1 i=1

soit minimale.
On appelledroite de régression de x en,\la droite D’ telle que :

iM iQi2 = i[xi —-(a'y, + b')]2 soit minimale.

b) Covariance d’'une série statistique double

1 _ — , " A
C'est le nombrecov(x,y)=0,, = Z(xi =-X)(y; -y). Pratiquement on utilise plut6t la formule :
1=1

0 =5 Y XY 3T

c) Equations des droites de régression

O
On montre que la droite de régression D de y en x a pour équation y = ax + b=avec e b
Oy

vérifiant b=y —ax.
De méme on montre que la droite de régression D’ de x en y a pour équation x = a'y + b’ avec

Oy i -
a=—>7 et b vérifiant b*x-a¥y.
Oy

Les droites D et D’ passent toutes les deux par le point moyen G.

3. Coefficient de corrélation

a) Définition

. . , . - .. P O-xy
Le coefficient de corrélation d’une série statistique double est le nombre r défint par—o -
X=y

b) Propriétés

r, a, b,oy, a’ et b’ sont tous de méme signe.
-1<r<l1
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c) Interprétation graphique

si =1 alors aa’ = 1. Les droites D et D’ sont alors confondues ; on dit que I'ajustement affine est
parfait.

si 0,7<|r | <1 alors les deux droites D et D’ sont proches ’'une de l'autre (en fait 'angle entre les

deux est inférieur a 45°) ; on dit que l'ajustement affine est justifié.

si | r| <0,7 alors I'angle entre les deux droites est supérieur a 45°. L’ajustement affine ne se justifie
pas.
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D et D’ confondues

r=1 r=-1

D

33.5; D
D’ D’
\-61“

he de 1
rproche e r proche de -1

51.6i
0>r>-07

r<o0,7
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Chapitre 2 PROBABILITES ET ANALYSE
COMBINATOIRE

A. Notion d’expérience aléatoire

1. Définition

Une expérience ayant un nombre fini d'issues possibles est agpélience aléatoires’il est

impossible de savoir a 'avance quelle en sera lissue. L’ensemble de toutes les issues possibles est
appelé lunivers des possibles associé a cette expérience; Il est généralemedt GbtEque sous

ensemble d€ contenant un seul élément, c’est a dire chaque issue possible est appelé événement
élémentaire.

2. Remarque

Si on note chaque issues possibles.gs alorsQ={e;,...,a} et chaque {g est alors un

événement élémentaire.

Une expérience aléatoire est déterminée par I'expérience que I'on effectue et donc l'univers aussi,
c’est a dire que si on change d’expérience aléatoire, on change aussi d’'univers !

B. Vocabulaire des événements

1. Définition
Soit E une expérience aléatoireCetunivers des possibles associé a cette expérience. L'ensemble

de toutes les parties e P(Q) est 'ensemble des événements Iig.a
Q est 'événement certaifl est 'événement impossible.

2. Composition d’événements

a) Evénement A [/ B
La loi O dans PQ) correspond a 'emploi du « ou inclusif » entre deux événements.

B) Evénement A n B

La loi n dans PQ) correspond a I'emploi du « et » entre deux événements.
Dans le cas ou AB=[1, on dit que les deux événements A et B sont disjoints ou incompatibles.

c) Evénement contraire

Soit A un événement lié a une expérience aléatoire E d'univers aQsdtiést donc une partie

de Q. Ainsi Ca={e;1Q/e A} est associé a I'evenement qui n'est realisé que si A ne l'est pas. On
lappelle complémentaire de A ou « non A ». |l est naté

Onaalors AUB=ANB et AIB=AUB et (n>p)=(n<p)
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C. Axiomatigue du calcul des probabilités

1. Axiomes du calcul des probabilités

Soit E une expérience aléatoireCeson univers associé. On appelle probabilité, notée p, toute
application de 'ensemble des événement®)RfansX vérifiants les trois axiomes suivants :

Al: OAOPQ) 0<p(A) <1

A2 :pQ)=1

A3 : si deux événements A et B sont incompatibles aI6rsUrB)\= p(A)+ p(B)

2. Conséguences
La probabilité d’'un événement A=fe..,e} est telle que p(A)=p@+...+p(8).

p(A) =1-p(A)
p(d)=0
pP(AOB) =p(A)+p(B)-p(An B)

3. Cas particulier important : I'équiprobabilité

L’équiprobabilité correspond au cas ou tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.
S’ily a n événements élémentaires chacun posseéde une probabilité de 1/n d’apparaitre. Dans ce
cas, on peut écrire la formule suivante :

o(A) = nbre d'éléments de Anbre de cas favorables

nbre d'éléments d@ nbre de cas possibles

D. Probabilité conditionnelle

1. Définition
Soit p une probabilité sur un univeset soit A un événement de probabilité non nulle. La
probabilité que 'événement B soit réalisé sachant que A l'est déja est défini par

p(B/A) =%. On l'appelle probabilité conditionnelle.

2. Propriétés
pQ/A) =1

p(BOC/A)=pB/A)+p(C/A)
P(An B)=p(A/B)p(B)=p(B/A)p(A)
Cette formule est appelée formule des probabilités composées.

3. Exemple

deux machines M1 et M2 fabriquent des tiges. Elles produisent respectivement 1/3 et 2/3 de la
production. La machine M1 sort 5% de tiges défectueuses et M2 en sort 6%.
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Soit les événements A : « la tige est fabriquée par M1 » B : « la tige est fabriquée par M2 »
D : « la tige est défectueuse ».

1) Quelle est la probabilité que la tige soit fabriquée par M1 ? c’est p(A)=1/3.

2) On tire une tige de la production de M1. Quelles est la probabilité qu’elle soit défectueuse?
C’est p(D/A)=5/100.

3) On tire une tige de la production. Quelle est la probabilité pour qu’elle provienne de M1 et

1
gu’elle soit défectueuse ? C'est R{AD) =p(D/A)p(A) = 60"

4) On tire une tige de la production. Quelle est la probabilité pour qu’elle soit défectueuse ?

17
Cest p(D)=p((An D)U (B D)) =p(D/A)p(A)+pD/B)p(B)=77

5) Quelle est la probabilité qu’'une piece défectueuse ait été fabriquée par M1 ?
Cestpia/p)=RAND) L, 3005
eStPA/D) =5y T80 17 17

E. Evénements indépendants

1. Définition
Soit Q l'univers des possibles d'une expérience aléatoire E et p une probabilité associée. Deux
eévenements sont dits indépendants relativement a p shB)&d(A)p(B)

2. Remarque

Il ne faut pas confondre indépendant et incompatible

Si deux événements sont indépendants alors Bjap(A)p(B) donc p(B/A)=p(B) et

P(A/B)=p(A) ; cela signifie que deux événements sont indépendants si et seulement si la réalisation
de l'un n’influe pas sur la réalisation de l'autre.

F. Eléments d’analyse combinatoire

1. Les p-listes

Elles correspondent a un tirage successif et avec remise ¢’ est a dire que les répétitions sont
possibles et que I'ordre est important.

Le nombre de p-listes d’un ensemble E a n élément$.est n

2. Les suites de p éléments distincts

Elles correspondent a un tirage successif sans remise, c’est a dire que les répétitions sont
impossibles et 'ordre est important.

a) Les permutations

Toute suite de n éléments distincts choisis parmi les n éléments d’'un ensemble E est appelé
permutation de n éléments. Le nombre total de permutations d'un ensemble de n éléments est : n!.
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b) Les arrangements
Toute suites de p éléments distincts choisis parmi n éléments distitssirappelé

arrangement de p éléments parmi n. Le nombre total d’arrangements de p éléments parmi n est :

AP =n(n-1)...n-p+1)

3. Nombre de parties a p éléments d'un ensemble & n éléments (p<n)

Il correspond a un tirage simultané c’est a dire que les répétitions sont non possibles et que l'ordre

n'est pas important.

Toute partie de p éléments distincts choisis parmi n élémetitpelp appelée combinaison de p

éléments parmi n. Le nombre total de combinaisons d’un ensemble a n eIemenfse%tlﬂ:. C

4. Propriétés des arrangements et combinaisons
n!

n!
P = et C=———
" (n-p)! " p!(n-p!
la définition....

formules évidentes a montrer a partir de

Cr = C"" en effet il y a autant de parties de E a p éléments que
de parties de E a n-p éléments..

C +C, = C cette formule peut se montrer a partir des formules
de définition mais aussi par des considérations ensembliste :
soita [JE et E'=E\{a} alors lors du choix d'un sous ensemble F a

n éléments de E deux cas peuvent se produire a savoir a OF cela
revient a choisir une partie a p-1 éléments de E' ( Cr facon de
la faire) ou a OF cela revient a choisir une partie a p éléments

de E'( C’, facon de le faire) on a donc: ch+C,=C

Valeurs particuliéres :

A’=1 C=1

Al =n G=n

A" =n! c=1

5. Triangle de Pascal - binbme de Newton :

Triangle de pascal : la construction est basée sur la propriété
CLi+C.=0C.

Jean-Michel BERNABOTTO
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n\p 01 2 3 45

0 1

1 11

2 1 2 1

3 13 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

Bindme de Newton : (a+b)"=) capr
=

Par exemple : (a+b°=a+5dbr10ab+10abr5d+ D

Remarqgue : dans les cas particulier ou a=b=1 on obtient

Jean-Michel BERNABOTTO
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Chapitre 3 LES VARIABLES ALEATOIRES

A. Variables aléatoires discrétes sur un univers fini

1. Convention d’écriture

SoitQ = {wy,...,aa} un univers fini probabilisé. On appelle variable aléatoire, notée X, définie sur
Q toute application d@ dansX.

On note XQ) = {X1,...,%} (N<N) I’ensemble image deQ par X.

X = x; est la partie d& formées de toutes les éventualdgsyant pour image xlly en a n,

formant une partition d@.

X > x est la partie d@ formée de toutes les éventualités dont le nombre image est supérieur
strictement a x.

X < X<y est la partie de Q formée de toutes les éventualités dont le nombre image est compris
entre x et y.

2. Loi de probabilité

Soit Q un univers fini probabilisé st X une variable aléatoireGsudn appelle loi de probabilité
de X, l'application qui & chaque valeur imagéax correspondre la probabilit¢ gie la partie (X =
x) deQ. On la représente alors sous forme d’un tableau :

P(X=x) Py P p P

n

On a donc @) = Zpi =1.

1=1

3. Fonction de répartition

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X, I'application¥-d#as [0 ; 1] qui
associe a tout réel x la probabilité ptXx) c’est a dire F(x) = p(X x).

Elle est croissante, continue par morceau et en escalier.

De plusona: p(X>x)=1-F(x) et pX <y) =F(y) - F(x).

4. VValeurs caractéristigues d'une variable aléatoire a valeurs discrétes

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs $%} avec les probabilités respectives
{P1...pn}-

a) Espérance

On appelle espérance mathématique de X le nomp&e = z p.x.. Ce nombre s’interpréte
i=1

comme la moyenne m des valeurpondérées par leur probabilité p
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b) Propriétés
E(k) =k

Soit k une constante alorE(X + k) =E(X) + k
E(kX) =kE(X)

c) Variance et écart-type

On appelle variance de X le nomtveX) =5 px’ —(E(X))z. L’écart-type est o(X) =4 V(X)
i=1

d) Propriétés
V(K)

Soit k une constante alorg(X + k) =V(X)
V(kX) =k?V(X)

5. Exemple
Contre une mise convenable, on lance un dé marqué as, roi, dame, valet, dix et neuf.
L'as rapporte 10 F Leroietladame 6 F Levalet5F le 10 et le 9rien

Loi de probabilité

X=X 0 5 6 10

Pi /3| 16| 1/3| 1/6

Fonction de répartition F

Jean-Michel BERNABOTTO
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A

o)
®

D
-

E(X)=4,5 V(X)=12,58 eti(X)=3,55

6. Loi binomiale

Une variable aléatoire X a valeurs entiéres : 0,1, 2, ...n suit une loi binomiale de parameétres n et

p si et seulement si pour tout k appartenant & {1,...,n} op(X =k) =Clp“q"™.

On l'utilise chaque fois qu’une méme expérience a 2 éventualités. Elle est notée B(n,p).

Son espérance est alors E(X) = np, sa variance V(X) = npg.

B. Variables aléatoires dénombrables sur un univers infini

1. Loi de Poisson
Une variable aléatoire dénombrable(c’est a dire établissant une bijectio¥)aXesuit une loi de
k

. . . . _m M
Poisson de parametre m (m > 0) sis et seulement si = gjXxe IR

Son espérance est E(X)=m, sa variance V(X) = k.

C. Variables aléatoires continues

1. Définition

Une variable aléatoire continue est une variable aléatoire X dont 'ensemble des valws est
un intervalle | dex.

Une telle variable est généralement définie par sa fonction de répartition F(x) =p (X <x).
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2. Fonction densité de probabilité

On désigne par fonction densité de probabilité, la fonction dérivée f de la fonction de répartition F.
b

On alors :J'f(x)dx =F(x) et J'a f(x)dx=F(b)- F(a)=p(a< X < b). c’est a dire que l'aire

mesurée entre les droites d’équation x = a et x = b, la courbe représentative de f et 'axe des
abscisses correspond a p(R<b).

J’_Zf(x)dx =F(a)=p(X <a)

On aJ:m f(x)dx =1-F(a)=p(X=a)=1-p(X<a)
I:f(x)dx =1

A

/\Xzb
T / p(asxSb)

Cf

3. Valeurs caractéristigues
Soit X une variable aléatoire continue alorson a:

EX) =] xf(x)dx

V) =[ "t olx ~EEO] dx= EO¢) - [E0]

Jean-Michel BERNABOTTO
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D. La loi normale ou loi de Laplace-Gauss

1. Définition

Une variable aléatoire X suit une loi normale{m;o) de parametres m etlorsque sa densité de
1Elx—mEF
—0o—0a
20 0 O

robabilité est la fonction f définie s¥rpar : f(X) = e
p p () OJET

Cette loi est souvent qualifiée de loi du hasard ; elle est tres fréquente dans des mesures répétées
d’'une méme grandeur.
On a alors : E(X) = m et V(X) &

T m=12et (o

1l
w

Cf

2. La loi normale centrée réduite

Si une variable aléatoire suit la loi normaie{m;o) il est difficile de calculer F(x) pour n'importe
quel x; Il existe alors une loi qui est tabulée qui nous permet grace aux théoréme suivant de
calculer facilement F(x) pout{m;o) .

a) Théoréme :

si une variable aléatoire X suit une loi normatg€m;o) alors la variable aléatoir€é = suit

la loi normale centrée réduit#{0;1).

2
—X

Sa fonction de répartition est not&ex) :J'X f(t)dt avecf(x) = JZ— e?
e T

Sa lecture se fait grace a une table (cf annexe).
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b) Exemples de calculs

p(T <1,67)=1(1,67)=0,9525
p(T>1,25)=1-p(T < 1,25)=1-0,8944=0,1056
p(T <-1,67)=p(T=1,67)=1-p(T < 1,67)
p(-t<T <t)=2m(t) - 1

3. Carte de contréle

Soit X une variable aléatoire suivant une loi norm#lém;o) alors T = suit une loi

normale centrée réduites{0 ; 1) d’ou
p(m-o<X<m+0)=p(-1<T<1)=21(1)-1=0,64=64%
p(m-20 <X <m+20)=p(-2<T <2)=2m(2)-1=0,96= 96%
p(m-30 <X <m+30)=p(-3<T <3)=2m(3)-1=0,998= 99,8%
ce que l'on représente sous forme de carte de contrdle :

zone de déggement

zone de dager

A

99,8% 96% 64%

m

A

3 zone de dager

! zone de déement
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4. Approximation des lois

Dans certaines conditions on peut par commodité approximer certaines lois par une loi normale:
B(n,p)=P(np) si p<0,1 npg<l0 et n>30

ona B(n,p)zD(np,\/npq) si npg>10 et n>50
P(m)=0mAm) si m>20

E. D’autres exemples de lois continues
La loi uniforme ; son graphe de densité de probabilité est donné par le graphe :

1/(b-a)

o
()]

&
&

La loi triangulaire : elle est donnée par son graphe fonction densité de probabilité :
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2/(b-a)

Jean-Michel BERNABOTTO
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Chapitre 4 ECHANTILLONNAGE

A. Le probléme de I’échantillonnage

La théorie de 'échantillonnage consiste a déterminer des propriétés sur des échantillons préleves
dans une population dont on connait déja des propriétés.

On ne considére ici que des échantillons aléatoires, c’est a dire constitués d’éléments pris au
hasard dans une population.

Le tirage des éléments d’'un échantillon peut étre fait sans remise; On dit qu’il est exhaustif. Sinon
si le tirage est fait avec remise, on dit qu’il est non exhaustif ; dans ce cas les tirages sont
indépendants.

Dans la plupart des cas, la population ayant un grand effectif, dans laquelle on tire une faible
proportion d’éléments, on assimile un tirage sans remise a un tirage avec remise.

B. Distribution d’échantillonnage des moyennes

Considérons une population ayant une certaine propriété avec une moyenne m et un éxart-type
Soit X la variable aléatoire qui a tout échantillon aléatoire prélevé avec remise et d’effectif n fixé,
associe la moyenne de cet échantillon. Pour n suffisamment gfaswt approximativement la

loi normalec)ﬂm;%).

Rem:

 n suffisamment grand quand-r30.

* sila population est-elle méme normale, on peut utiliser ce résultat méme si n est petit.
 lorsque les échantillons de taille n sont prélevés sans remise dans une population d’effectif N,

- , , . o , o
on peut utiliser le résultat précédent en prelTﬂ oL lieu deT.
n - n

. , o . , . .
* il ne faut pas confondre I’ecart-typj= de la variable aléatoire qui prend pour valeurs les
n

moyennes d 'échantillons de taille n, et 'écart-type d’'un échantillon.

C. Distribution d’échantillonnage des pourcentages

Considérons une population dont un pourcentage p d’éléments possede une certaine propriété.
Soit F la variable aléatoire, qui a tout échantillon aléatoire prélevé avec remise d’effectif n fixé,
associe le pourcentage d’éléments de cet échantillon possédant cette propriété. Pour n

O , C
suffisamment grand, F suit approximativement la loi norr@aﬁ;, %Eavec g=1-p.
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Chapitre 5 ESTIMATION

A. Introduction

C’est le probleme inverse de I'échantillonnage ; c’est a dire connaissant des renseignements sur un
on plusieurs échantillons, on cherche a en déduire des informations sur la population totale.

B. Estimation ponctuelle

1. Moyenne
De maniére générale, on choisit la moyerg@#un échantillon prélevé au hasard dans une
population comme meilleure estimation ponctuelle de la moyenne inconnue m de cette population.

2. Proportion

De méme, on choisit la proportiondes éléments possédant une certaine propriété dans un
échantillon prélevé aléatoirement dans une population comme meilleure estimation ponctuelle de la
proportion inconnue p des éléments de cette population ayant cette propriété.

3. Variance. Ecart-type

On choisit le nombre—1 o2 ol n est leffectif eto., la variance d’un échantillon prélevé au
0 —

hasard dans une population, comme meilleure estimation ponctuelle de la variance iotdenue
n

n-1

inconnue de cette population.

cette population et on pre o.comme meilleure estimation ponctuelle de I'écart-type

C. Estimation par intervalle de confiance

Les estimations ponctuelles sont hélas liées au choix de I'échantillon ; il faut donc rechercher un
nouveau type d'estimation de la moyenne d’une population ou d’'un pourcentage. On cherche des
intervalles qui, généralement, a 95% ou 99% des cas, contiennent la moyenne m inconnue ou le
pourcentage p d’'une certaine propriété que possede la population.

1. De la moyenne

a) ler cas

Soit P la populationm la moyenne eshconnue
o l'écart-type estonnu
Soit un échantillon X la moyenne estonnue
n l'effectif est connu _
On se place dans le cas ou I'on peut considérer que la variable al®ataiug a tout échantillon

. ., . L . . . Y
de taille n fixée, associe la moyenne de cet échantillon, suit une loi n@?fmme\/——).
n
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Alors l'intervalle de confiance de la moyenne m de la population, avec le coefficient de confiance
2m(t) - 1, lu dans la table de la loi normale centrée rédf@ ; 1) est :

0 o _ ol

%e t.JF,Xe +t-JEH

Cette méthode conduit dans 106 - 1) cas sur 100, pourcentage choisi a 'avance, a un
intervalle de confiance contenant m.

Les cas usuels les plus fréquent sont :

» coefficient de confiance 95% alorst = 1,96

» coefficient de confiance 99% alors t=2,58.

b) 2eme cas
Soit P la populationm la moyenne eshconnue
o l'écart-type estnconnu
Soit un échantillon X.la moyenne estonnue
o. I'écart-type estonnu
n l'effectif est connu et il est inférieur strictement a 30.

On se place dans le cas ou 'on peut considérer que la variable aléétai a tout échantillon

de taille n fixéen < 30 associe la moyenne de cet échantillon, suit une loi de Studentan- 1
degrés de liberté .

Alors lintervalle de confiance de la moyenne m de la population, avec le coefficient de confiance
20(t) - 1, lu dans la table de la loi de Student a n - 1 degrés de liberté est :

3 —t—“—cy ;X +t—“—cy -
He vn-1"° Jn—lH
c) 3éme cas

Soit P la populationm la moyenne eshconnue
o I'écart-type estnconnu
Soit un échantillon X la moyenne estonnue
o. I'écart-type estonnu
n l'effectif est connu et il est supérieur a 30.

On se place dans le cas ou 'on peut considérer que la variable aléétai a tout échantillon
. ., . , . . . Y
de taille n fixéen >30, associe la moyenne de cet échantillon, suit une loi nonéﬁite;T).
n

Alors l'intervalle de confiance de la moyenne m de la population, avec le coefficient de confiance
2m(t) - 1, lu dans la table de la loi de la loi normale centrée rédisf@ ; 1) :
O

.o _ . .o L
ge t\ln—l’xe-'-t\/n—lH
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2. De la proportion

A l'aide d’un échantillon, on définit de méme un intervalle de confiance de la proportion p
inconnue d’'une caractéristique de la population.

a) ler cas

Soit P la populationp la proportion estinconnue
Soit un échantillonfe la proportion estonnue
n l'effectif est connu et inférieur strictement & 30.
Alors lintervalle de confiance de la proportion p de la population avec le coefficient de confiance
26(t) 1, lu dans la table de la loi de Student a n - 1 degrés de liberté est :

(1f) NS
@ 1 g

b) 2éme cas
Soit P la populationp la proportion estinconnue
Soit un échantillonfe la proportion estonnue
n l'effectif est connu et supérieur a 30.
Alors l'intervalle de confiance de la proportion p de la population avec le coefficient de confiance
2T[(t) 1, lu dans la table de la loi normale centrée rédoi0 ; 1) est :

(1f) f.(-1.)5
@ 1 g

3. Exemples
a) ler exemple

Dans une population P de grand effectif, on préléve de maniére non exhaustive, un échantillon de
100 personnes dont on note la masse en kg:

masse 62 64 68 10 74

effectif 5 18 42| 27| 8

« Calculer la moyenne et I'ecart-type de cet eéchantifigrs 68 kg o, =3 kg
2. Donner un intervalle de confiance de la moyenne m des masses des personnes de P au
coefﬁment de confiance 95% : nous sommes dans le 3eme cas

3 3
mD@S 196 ———:68+19 GJT =[67.4:68.4

b) 2eme exemple

Lors d’'un contréle de qualité sur une population d’appareils ménagers, au cours d’'un mois de
fabrication, on préléve de maniere non exhaustive un échantillon de 1000 appareils. Aprés un test
de conformité, on constate que 60 appareils ont un défaut. Donner un intervalle de confiance du
pourcentage p d’appareils défectueux au risque de 5%.
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600 600 60 0 60 [P

0
J60 10000 oo e0 7000} Tood

PO Eiooo_ 19 1000-1'1000" % 1000-1
g

7=[0.045,0,073=[4,5%;7,5%
0
B

D. Analyse de sensibilité des coefficients d'une droite
d'ajustement

Il est intéressant dans les applications d'obtenir un intervalle
de confiance a ¢ pres des coefficients réels, inconnus évidemment
a et b a partir des données mesurées pour cela on admet que :

_ JVXV (Y ) —Cov (XY )?

Si on appelle Z alors les variables
PP VXWh =2
aléatoires :
a—-a b-b . . .
T=——e U= obéissent toutes les deux a une loi de

2
i

1=1
Student a n-2 degrés de liberté.

Exemple : Déterminer des intervalles de confiance a 95% (0.05)
des coefficients a et b

Etape 1: Détermination de t

P(|T|>t)= eavec €=0.05 donne dans la table de Student & 12-2=10
degrés de liberté t=2.228 c'est a dire P( IT| <t)=95% ou encore
P(-2.28<T<2.28)=95%

Etape 2: Calcul de Z

., 2206x7857 4394

=0.243 et Z=0.243

(12- 2)2206
Etape 3:  Encadrement de a
a-a i A ,
T= - et a=1.68 par consequent : a-tZ< a<a+tZ finalement :

1.68-2.28x0.243< a4<1.68+2.28x0.243
1.12< a<2.23

Etape4:  Encadrement de b
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et b=-1.3 par conséquent :

U- (b;f)) Jﬁ

Jixzi ‘/ixzi
b—tZ"T <b< b+tZ':T et donc :

224822 - 1224822
-13-22&% 024 128 <h<-13+228& 024 128

~762<b< 736
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Chapitre 6 TESTS STATISTIQUES

A. Principe des tests

Partons d’'un exemple...Une machine fabrique des tiges d’acier. Sila machine est réglée
correctement, l'utilisateur obtient une population de tiges de longueurs moyenne m et d’écart-type
0. On désire savoir si cette machine se déréegle. Ainsi, on prélévera, a intervalles réguliers, des
échantillons pour mesurer la longueur effective des tiges.

Nous faisons alors I'hypothese Hite hypothése nulle que la machine est bien réglée. On teste
alors cette hypothése: 2 cas se présentent :

* la machine est bien réglée, on accepie H

» la machine est mal réglée, on rejetteetidonc on accepte; Hite hypothése alternative.

Définition : un test statistique est une méthode permettant de prendiécisiena partir
d’informations fournies par uéchantillon.

Cette décision dépend donc de I'échantillon. Ainsi gu’elle que soit la décision prise, on court deux
sortes de risques :

* le risque dit de 1ére espece natést la probabilité de rejeter 'hypothesgdibrs qu’elle est
vraie en réalité o = p(rejeter H/H, vraie)

* le risque dit de 2nde espece npiést la probabilité d’accepter 'hypothesgdtbrs qu'elle
est fausse en réalit:= p(accepter ki/ H, fausse)

Un test est bon si on arrive & minimiseet 3.

B. Test de comparaison a une valeur standard

1. Position de probléme

On considere une population P sur laquelle on veut étudier un pargiineétyenue associé a un
parametre c. Sur un échantillon de taille n, on obtiecdbnnu. Sur la base de cette valeur
observéey,, on se propose de comparer la vraie vaj@uune valeuy, fixée a priori, constituant
la valeur standard.

2. Tests relatifs a une moyenne

Soit une population P de grand effectif sur laquelle on étudie un caractére c. La moyenne m de c
est inconnue. Sur un échantillon, on a trouvé une moygnr@n doit tester la moyenne m par
rapport & une valeur notée gui est la valeur standard.

a) Test bilatéral
Soit Hy: " m=my" I'hypothese nulle et H " m#m, " 'hypothése alternative
Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs les moyennes des différents échantillons de taille

. . o . . .
nN>30, alors on sait que X suit une {1y ; T) , 0 étant ['écart-type de la population P.
n
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zone de zone d'acceptation zone de
refus de de HO refus de HO

HO / \

U.Z

1- a

: o o . :
Il faut donc que X soit telle qup(m, — t, T <X <m,+t, T) =1-a d'ou en faisant le
n n

. X - . : L N
changement de variableT:= Jol alors T suit une loi normale centrée réduit§0,1) d'ou

Vn

e a s .
p(-t, <T<t,)=1-a c'estadirei(t,)=1- > d'ou la régle du test bilatéral :
e On choisit un risque
. L a
» on cherche dans la table de la loi normale centrée ré&thiieel), t tel quer(t,) =1-—

2
* soit X, la moyenne de l'échantillon de taille n alors

i O -t — It — te Ha le ri
SI X, o imy + o , ONn accepte VeC le risque
X Hno ‘/n \/ nH

sinon on rejette flet donc on accepte;lvec un risque.
Remarque : dans le cas usuebos 5% alors4 = 1,96 et st = 1% alors¢ = 2,58.

: . . . n .
Sio est inconnu (ce qui est souvent le cas ) alors on prend son estimateur p@eﬂe ou

O. est l'écart-type de I'échantillon.

b) Tests unilatéraux
Regle du test unilatéral a gauche
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région de refus de
-+ HO

7 U.
région d'acceptation de HO

Lo

L'hypothése nulle estoH "m = my" et 'hypothése alternative est H'm > my"

On peut la retrouver par exemple dans le cas d'un test de dépassement d'une norme.

e On choisit un risque
¢ On cherche dans la table de la loi normale centrée réehi€el) t, tel quen(t,) = 1 -a

. o .
e SiXesm,+t, T alors on acceptegs$inon on refuse ¢t donc on accepte;H
n

Rem : dans les cas usuelsa st 5% alors{ = 1,645 ; sot = 1% alors¢= 2,33

Regle du test unilatéral a droite
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région de refus

région
de HO .
d'acceptation de
| - HO
: : T >
4 0 2

L'hypothése nulle est :oH "m = my" et 'hypothése alternative est; Hm <my"

On la retrouve dans les cas de tests de non égalité d'une norme.

* On choisit un risque

¢ On cherche dans la table de la loi normale centrée réchfitel) t, tel quern(t,) = 1 -a

. o : .
e SiX.>m—t, T on accepte K sinon on rejette et donc on accepte;H
n

. N , . o o
Dans ces deux cas, il est trés fréquent qu'on ne connaisse pas alors—= = ——=
\/ﬁ vn-1

3. Tests relatifs a un fréguence ou un pourcentage

Tous les tests que l'on vient de voir restent valables ; il suffit de remplacer m par p (proportion
inconnue dans la population R,par £ (proportion effective sur 'échantillon) et

(0) fe(l_fe)

\/ﬁ n-1

C. Test de comparaison de 2 populations

1. Test de comparaison de 2 moyennes

Population P1 Population P2
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Caracteres C C
Etudiés
Moyenne My 5| M =1
Ecart-type o1 8 |, 3
=) =)
> >
C C
wn wn
Echantillon e Echantillon e
Taille n:=>30 o |n=>30 o
— o | _ @]
Moyenne Xe, 3 | X, 3
Ecart-type o, & |o., &

Reéegle du test de comparaison de 2 moyennes

L'hypothése nulle est :oH"m; = my" et 'hypothese alternative est H'my#m,"

* On choisit un risque

e On cherche dans la table de la loi normale centrée rédhijitel) t, tel quen(t,) = 1-a/2
X . -X

7]

* Si

- - D[—ta ;ta] on accepte kisinon on rejette ket donc on accepteH
e Fer
n-1 n,-1

* SiH est acceptée, on dit que la differengenmn'est pas significative au risqoe

2. Régle de comparaison de deux pourcentages

Population P Population P
Caractere étudié C C
Pourcentage p: inconnu p2 inconnu

Echantillon e Echantillon e
Taille n=>30 n>>30
Pourcentage f1 connu f, connu

L'hypothése nulle estoH "pi=p," et I'hypothése alternative; H'pi#p,"
e On choisit un risque
e On cherche dans la table de la loi normale centrée rédiitel) t, tel quen(t,) = 1-a/2

n,f, + nf . f
—+L 22 jlors si

n, +n 01 1
' ? Jf@—f o +n—E
2

fl

e Soitf =

1
et on accepte dongH
» SiH est acceptée, on dit que-px n'est pas significative au risqoe
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